Apéndice D

Algebra Linear, Sistemas Dinamicos e
Equacoes Diferenciais Ordinarias

D.1 Algebra Linear e Espacos Vetoriais de Dimensao Fi-
nita
D.1.1 Vetores e bases

Definigao: Espacos vetoriais sao conjuntos com as seguintes propriedades [47, 40]:

1. A soma de elementos do conjunto e a multiplicagao dos mesmos por um nimero escalar
(real ou complexo) ¢é definida;

2. Existe o elemento neutro da soma, Z, tal que X +Z = X

3. Existe o elemento oposto, Y, de qualquer elemento X, tal que X +Y = Z.

Os elementos de um espago vetorial denominam-se vetores. A soma de vetores tem as
seguintes propriedades:

1. X; + X =Xs + X4 (Comutatividade);

2. X1+ (X2 + X3) = (X1 +Xz) + X3 (Associatividade);
A multiplicacao de vetores por escalares tem as seguintes propriedades:
1. 1X =X,

2. a(fX) = (af) X;

3. a (X1 + Xz) = (aX; + aXy),
onde e f € C (C é o conjunto dos nimeros complexos)
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Definigao: Os vetores X,;, com i = 1,...,n, onde n é um nimero finito, sdo linearmente
independentes se a equacao:

o Xy +aeXg+ ... o, X, =2 (D.1)
s6 se verificar se vy = a9 = -+ = o, = 0.

Definicao: O ntunero méximo n, de vetores linearmente independentes de um espaco ve-
torial denomina-se dimensao do espago vetorial.

Definicao: Todo conjunto de n vetores linearmente independentes de um espaco vetorial
de dimensao n denomina-se de base do espaco vetorial.

Sejam X7, Xs, ..., Xy, um conjunto de vetores linearmente independentes de um es-
pago vetorial. Se a esse conjunto acresecentarmos um vetor Y # Z a equagao:

BY+(X1X1+O[2X2—|—...+O[an:Z

tem pelo menos uma solu¢ao em que 3 e ao menos um dos coeficientes a; # 0. Como (3 # 0
reescrevemos a equacao acima na formas:

Qp

aq Q9
Y=—"FX ——X;—...——X,
g p g
Definigao: Os numeros a; = —«; /3 denominam-se coordenadas do vetor Y na base X;.
Teorema: As coordenadas de um vetor Y qualquer, em uma base {Xy, Xa,...,X,} sdo

anicas.

Admitimos que o vetor Y possa ser obtido através de duas combinacoes lineres distin-
tas:

Y = o1 Xi+aXs+...+a, Xy,
Y - b1X1+b2X2—|——|—ann

Subtraindo a segunda equagao da primeira obtemos:

(a1—bl)Xl+(ag—bg)X2+...+(an—bn)Xn:Z.

Como os vetores X; s@o linearmente independentes os nimeros (a; — b;) sdo todos iguais a
zero, o que implica em que a; = b; e demonstra o teorema.

D.1.2 Operadores lineares

Definicao: Operadores lineares sao fungoes f : C" — C™ tais que:

L fX+Y)=f(X)+f(X+Y);

2. f(aX) = a(X).
Como exemplo de operadores lineares citamos o gradiente, o divergente, o rotacional e
o laplaciano. A integral de uma fungao é também um operador linear. Uma matriz cujos

elementos a;; sao ntimeros ¢ um operador algébrico linear. O operador Derivada Substancial,
é nao linear.
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D.1.3 Dimensao, imagem e nicleo de um operador algébrico linear
Seja um operador algébrico linear, representado por uma matriz A com n linhas e m colunas,
quando aplicado a um vetor X € R™, produz como resultado, um vetor B € R".

Definicao: O subespaco de todos os vetores X # Z, que resultam da aplicagao do operador
A sobre vetores B € R" se constiui na Imagem de A, representada por Im (A) [40, 41].

i
ar a1 ... QAim To bl
ag1 A2z ... A2m . by

: = _ (D.2)
Al Ap2 .. Qpm : by,

Tm

O vetor B pode ser interpretado como resultante de uma combinacao linear dos vetores que
compoe as colunas da matriz A, em que cada uma é multiplicada por um elemento de X.
A dimensao r da Im (A) é igual ao nimero de colunas linearmente independentes de A. O
nimero maximo de colunas linearmente independentes é n.

Definigao: O Nicleo ou Espago Nulo de A, representado por Nu(A), é o subespaco de
vetores X € R™, tal que AX = Z.

Vejamos a dimensao do Nu(A). Consideramos o operador representado pela matriz A da
Eq. D.2 e admitimos que as r primeiras colunas da mesma sejam linearmente independentes
e as m — r restantes possam ser obtidas por combinac¢ao linear da primeiras. Sejam A; os
vetores representados pelas colunas de A. A coluna A, é obtida pela combinagao linear:

l‘lAl + IL‘QAZ + ...+ l‘rAr = Ar+1.
Essa combinacao linear é tinica. A equacao acima pode ser reescrita como:

xlAl + SC'2A2 + ...+ .’L‘TAI. — Ar+1 = 7.

Consequentemente, a aplicagao da matriz A sobre o vetor X, 1 = (21, 22,...,2,, —1,0,...,0)
resulta no vetor Z. A operacao pode ser repetida para a obtencao da coluna A, +2. Obtém-
se um vetor X, 1 = (z1,T9,...,2,,0,—1,0,...,0). Os vetores X,;1 € X, 2 s@o linearmente

independendentes. Da mesma forma que o primeiro, X,;2 € Nu(A). Repetindo-se a ope-
ragao m — r vezes encontra-se m — r vetores linearmente independentes que pertencem ao
Niucleo de A. Qualquer combinacgao linear dos mesmos resulta em um vetor que pertence
ao Nucleo de A. O Nucleo de A se constitui de um espaco de dimensao m — r. Enunciamos
portanto o seguinte:

Teorema: dim Im (A) + dim Nu (A) =m,

onde m é o numero de colunas de A. No caso de um operador algébrico linear, representado
pela matriz A de dimensoes n X n no qual as n colunas que o formam forem linearmente
independentes dim Nu (A) = 0. O niucleo se constitui de um tnico ponto do espago vetorial,
que ¢é o vetor nulo Z.

Se as colunas de n elementos de um operador algébrico linear nao forem linearmente
independentes e s6 descreverem um espaco de dimensao r < n, essas colunas sao ortogonais
a um subespaco de dimensao n — r. O produto escalar dessas colunas pelos vetores que
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formam uma base desse tltimo subespago é igual a zero. Podemos representar esse produto
escalar fazendo:

ATX = Z,
onde AT é a matriz transposta de A. A dimensdo do espaco nulo de A" é n —r. Como
dim Tm (A7) + dim Nu (AT) = n concluimos que dim Im (A7) = r. Enunciamos entao o
seguinte:

Teorema: A dimensao r da imagem de um operador algébrico linear A é igual a dimensao
da imagem do operador transposto AT

Cabe ressaltar que a dimensao do Espaco Nulode Aém —reade AT én —r.

Consideremos o caso de uma matriz quadrada de dimensoes nxn, cuja imagem tem dimensao
r < n. Se r = n as colunas sao linearmente independentes e varrem o espaco todo. A
matriz transposta também varre o espaco todo, isso é, se as colunas forem linearmente
independentes, as linhas também o sao. Se as colunas varrerem um espago de dimensao
r < n as linhas varrerao um espago de mesma dimensao, em virtude do teorema acima. Em

particular, se as colunas nao forem linearmente independentes, as linhas também nao o sao.

A mesma propriedade pode ser demonstrada de outra forma: se as colunas de uma
matriz quadrada forem linearmente independentes o tinico vetor cuja imagem é vetor nulo, é
o proprio vetor nulo. Pode-se interpretar o vetor Y = AX como composto de elementos que
resultam do produto escalar de cada linha da matriz pelo vetor X. Se Y for o vetor nulo,
o vetor tnico vetor ortogonal a todas as linhas da matriz é o vetor nulo. E isso s6 ocorre se
as linhas varrerem o espaco inteiro, isso €, se as linhas forem linearmente independentes.

Em sentido contrario, se as linas forem linearmente independentes o tinico vetor orto-
gonal a todas é o vetor nulo e, consequentemente, a tinica combinacao linear das colunas que
resulta no vetor é obtida multiplicando cada coluna por zero e as colunas sao linearmente
independentes. Enunciamos o seguinte:

Teorema: A condigao necessaria e suficiente para que as linhas de uma matriz quadrada
sejma linearmente independenetes é que as colunas também o sejam.

D.1.4 Operadores biunivocos

Definicao: Operadores lineares biunivocos sao tais que cada ponto da imagem provém de
um tnico ponto.

A imagem do ponto Z, obtida pela aplicagao de um operador algébrico linear sobre o mesmo
é o ponto Z. Se o Nucleo do operador for o ponto Z, o operador é biunivoco. Mostremos
essa propriedade. Se o operador nao for biunivoco:

AXl =Y c: AX2 =Y.
Fazendo:
AXl - AXl - AXl - Xz - Z

Como o Nicleo de A é o ponto Z, X; = X,. Enunciamos o seguinte:
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Teorema: A condig¢ao necessaria e suficiente para que um operador algébrico linear seja
biunivoco ¢ que seu Ntcleo seja o vetor Z.

As afirmacoes de que um operador é biunivoco e de que seu Ntcleo é o vetor Z sao portanto,
equivalentes. Operadores binunivocos admitem um operador inverso. O inverso A~ de um
operador algébrico lienar ¢ tal que:

ATH(AX) = X.

D.1.5 Mudanca de base

Um vetor qualquer X € R"™ pode ser expresso por uma combinacao linear dos vetores
(elementos) de uma base e;,7 = 1,...,n. Usando a convengao de soma dos tensores carte-
sianos escrevemos:

X = €Ti€ej.

O mesmo vetor pode ser expresso por uma combinacao linear dos elementos de outra base
f,7=1,...,n

X = z;6; = yjfj. (D.3)
Cada vetor da nova base f; ¢ dado por uma combinacao linear dos elementos da base e;:

f; = aje (D.4)
Substituindo a expressao de fj, dada pela Eq. D.4 em D.3 encontra-se:

X = w;e; = y;a;i€;,
donde conclui-se que:

Ti = Yjai- (D.5)

Se os vetores {e; } e {fj} forem linearmente independentes as linhas da matriz A, de elementos
aj;, também o sao. Admitindo ao contrario, que a primeira linha possa ser obtida por
combinagao linear das demais, tém-se:

n n
ay; = E Qi fi = E a1,€;.
k=2 7

Entao:

n n

n n n n
f; = E aje; = E E Qpapi€; = E ay, E ap€; | = E apfy,
k=2 k=2

i=1 i=1 k=2 i=1

sso é, o vetor f; poderia ser obtido atravésde uma combinacgao linear dos demais, o que
contraria a hipotese de que os vetores f; sao linearmente independentes.

A Eq. D.5 mostra que o vetor de coordenadas x; ¢ dado pela multiplicagdo do vetor
de uma linha e n colunas, cujos elementos sao as coordenadas de X na nova base, por uma
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matriz A, cujas linhas sao formadas pelas coordenadas dos vetores da nova base, na base
antiga. Essa equacao pode ser reescrita sob a forma:

xXr; = aijyj-

Nesse caso as colunas da matriz que multiplica o vetor de elementos y; sao formadas pelas
coordenadas dos vetores da nova base, na base antiga.

As colunas da matriz A, de elementos a;; sao lienarmente independentes, Nessas condicoes,
A é inversivel. Denominamos: (J_; = A. Podemos determinar as coordenadas de um vetor
na nova base pela relagao:

Y = QX,

onde Q = A%

Uma matriz A aplicada a um vetor X; tem como imagem um vetor Xs. Designemos por
Y, e Yy a representacao dos vetores X; e Xs na nova base, isso é:

Y: = QX,4 e: Y2 = QX2

A matriz que, aplicada ao vetor Y; tem como imagem o vetor Y, produz o mesmo efeito
que a matriz A, mas é diferente da mesma. Seja B essa nova matriz. Dizemos que A e B
sao matrizes similares, ou que A e B sao representagoes embases diferentes de um mesmo
operador algébrico linear T'. Procuremos a forma da matriz B. Temos que:

AX; = Xo — QRAX; = QX5 = Y.
Como X = Q7 'Y, escrevemos:

QAQ'Y; = Y..
A matriz que representa o operador T’ na nova base é dada por:

B = QAQ.

D.1.6 Interpretagao vetorial de um sistema de equacgoes algébricas
lineares

Um sistema de equacoes algébricas lineares da forma:

a1, + a9y + ...+ A MLy == bl
211 + Q929 + ...+ GomTy; = b2
Ap1T1 + Apae + ... + Q@ = bn

pode ser reescrito na forma matricial dada pela Eq. D.2. Duas situagoes sao possiveis [47]:
ou o vetor B pertence ao subespacgo varrido pelas colunas A; do operador que multiplica
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o vetor de incognitas X e o sistema tem solucao, ou B nao pertence a esse subespago e o
sistema nao admite solugao.

Resolver um sistema de equagoes algébricas lineares significa portanto, encontrar to-
das as possiveis combinacoes lineares das colunas do operador, que resultem no vetor B.
Enunciamos o seguinte:

Teorema: A solugao de um sistema de equagoes algébricas lineares, quando existe, é dada
por uma solucao particular, que se constitui de qualquer combinacao linear das colunas de
A que resultem no vetor B, mais o Nicleo do operador, que é formado por um espago de
dimensao m — r, onde r ¢ o namero de vetores coluna linearmente independentes de A [47].

A solucao particular é obtida atribuindo-se um valor arbitrario a cada uma das m — r
incognitas que multiplicam as colunas que podem ser obtidas por combinag¢ao linear das
demais; Multiplica-se as colunas pelas incognitas as quais se atribuiu valor e subtrai-se os
vetores resultantes, do vetor B. Como os vetores que restam no lado esquerdo da equacao
resultante sao linearmente independentes, a combinacao linear:

.’L‘lAl —+ SUQAz —+ ... .’L‘TAI- = B - .rrJrlA.rJr]_ — xr+2Ar+2 — ... .ﬁUmAm

tem solugao tnica. Essa combinagao linear completa a solugao particular procurada. Cabe
notar que existem m — r solugoes particulares linearmente independents e nao triviais, do
sistema de equacgoes algébricas lineares. Alguns casos particulares importantes sao tratados
abaixo.

Definicao: Um sistema de equacgoes algébricas lineares é homogéneo se o vetor formado
pelos elementos b; do membro direito das equacgoes for o vetor z.

Definicao: Um sistema de equagoes algébricas lineares é regular se os vetores que for-
mam as colunas da matriz de coeficientes que multiplicam as incognitas forem linearmente
independentes.

Dois casos importantes sao abordados pelos teoremas abaixo:

Teorema: Um sistema homogéneo de equagoes algébricas lineares sempre admite solugao.
Se o sistema for regular a solugao é o vetor Z. Se os vetores que formam m — r colunas da
matriz de coeficientes puderem ser obtidas a partir das r restantes, o sistema admite como
solucao um espaco de dimensao m — r.

Teorema: Um sistema regular de equacoes algébricas lineares sempre admite solugao e a
solugao ¢é tnica.

Definicao: Seja um sistema de equagoes algébricas lineares dado por AX = B, onde A é
uma matriz de elementos a;;. O sistema ATY = Z, onde AT ¢ a matriz de elementos @i
(transposta de A) denomina-se sistema homogéneo transposto associado a AX = B.

D.1.7 Determinantes

O deteminante de uma matriz M, cujas colunas sao as coordenadas dos vetores A e B £
dada por:

det M = azb, — a,bx onde: M = (am b )
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Esse determinante pode ser interpretado como a area algébrica do paralelogramo do qual
dois lados sao os vetores A e B (ver Fig. D.1). A area desse paralelogramo é:

Area = AxB = |A||B]|senp
b, a, ay by

seng = sen (Y4 — Yp) = SEN YA COSPp — SN PR COS P = BITA] JAIB|

Substituindo-se a tltima expressao de sen ¢ na de calculo da area do paralelogramo encontra-
se:

Area = det M.

Os argumentos acima apresenta-
dos sao base para a seguinte:

Definigcao: Denomina-se area al-
gébrica associada a dois vetores
A4, A, & area do paralelogramo
cujos lados sao formados pelos
pelos dois vetores acima e por
dois outros paralelos aos primei-
ros, com origem na extremidade
dos mesmos. A area tem sinal po-
Figura D.1: Area algébrica de dois vetores. sitivo se os dois vetores estiverem
no mesmo sentido de (eq, e3) e ne-

gativo caso contrario. Denominamos por D (Aj, Az) o determinante dos dois vetores.

E claro que D (A1, Ay) = 0, se os dois vetores forem colineares. O determinante de dois
vetores satisfaz as seguintes propriedades:

1. D(Al,Az) = —-D (A2,A1);
2. Se A;=B+Centao D(B+C,As) = D(B,Ay)+ D (C,Ay);
3. D(aA1,As) = aD(A;1,A3), onde a € R ou C;

4. D (e1,e2) = 1, onde e; e e sdo os vetores de base unitarios de um referencial orto-
normal.

Definimos o determinante de um sistema de vetores de forma a generalizar a nogao de area
algébrica de dois vetores, acima exposta. Seja F, um espago vetorial relativo ao corpo de
numeros reais ou complexos e seja er,es, ..., e,, um referencial ortogonal, definido nesse
espago.

Definigao: Dados n vetores A1, Ag, ..., A, nessa ordem de F,, definimos determinante de
ordem n relativo a esses vetores e o representamos por D (A1, As, ..., A,) a toda fungao
escalar desses n vetores satisfazendo as seguintes condigoes [47]:

1. D(Al,...,Ai,...,Ak,...,An) = —D(Al,...,Ak,...,Ai...,An);
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2. Se A; = B + C entao:

D(B+C,A,,...,Ay) = D(B,As,...,A)+D(C, Ay, ... A

3. D(aA1,As,...,A,) = aD(A1,A,,...,A,), onde a € R ou C;
4. D(e1,e2,...,ep) = 1.
Pode-se mostrar que existe uma tnica fungao que satisfaz as quatro condigoes da definicao

acima (teorema da existéncia e unicidade). Enunciamos abaixo sem demonstrar, cinco
teoremas a respeito de determinantes de um sistema de vetores:

Teorema 1: Se em D (Aj,Az,...,A,) um dos vetores for o vetor nulo, entao:
D(Al,Az,...,An) = 0
Teorema 2: Se em D(A1,A,,...,A,) dois vetores forem idénticos entdo:
D(Al,Az,...,An) = 0
Teorema 3: O valor de D (A1, As, ..., A,) ndo se altera quando a um dos vetores se soma

uma combinacao linear dos demais.
Teorema 4: D (A1, Az,...,A,) = 0 se o s vetores nao forem linearmente independentes.

Teorema 5: A condigao necessaria e suficiente para que um sistema de vetores seja linear-
mente independente é que seu determinante seja diferente de zero.

As trés afirmacoes abaixo sao equivalentes:

1. O operador T' é biunivoco;
2. O espago nulo de T é o vetor Z;
3. detT # 0.

Os teoremas e defini¢oes seguintes tratam de matrizes e deteminantes de matrizes:
Definicao: Uma matriz A é regular se det A # 0.

Teorema 6: Se C' = A+ B entao det C' = det A + det B.

Teorema 7: Se C' = AB entao det C' = det A det B.

Em virtude desse teorema tém-se que:

1
detQ det Q! = detl =1 — det Q71 :m.

I é a matriz identidade. Seu deteminante é igual a 1. Uma consequéncia dessa propriedade
é que os determinantes de duas matrizes similares sao iguais:

1

Ya) = det A.

det B = det@ det A detQ ™! = det@ det A

O determinante é um invariante do operador, que idepende da matriz que o representa. Ou-
tros dois invariantes de um operador algébrico linear sdo o traco e o nimero (a;;a;; — a;;a;;) /2.
A demonstragao dessas duas propriedades é deixada como exercicio.
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Teorema 8: Se a matriz A for regular, a igualdade AB = 0 implica em que B = 0.

Demonstremos esse teorema. A matriz AB sendo nula, tém-se que ABX = Z. Como a
matriz A é regular, admite uma inversa e podemos escrever A~'ABX = BX = Z, para
todo vetor X. A matriz que leva qualquer vetor para Z é a matriz nula.

Teorema 9: Para que uma matriz A comute com uma matriz arbitraria é necessario e
suficiente que os elementos de A sejam nulos, com excessao dos da diagonal principal, que
devem ser iguais.

D.1.8 Autovalores e autovetores de um operador algébrico linear

Definigao: Um vetor X # Z é autovetor de um operador algébrico linear T se TX for
colinear com X, isso é, se TX = AX. O numero A denomina-se autovalor de 7', associado
ao autovetor X.

O autovalor A\ associado ao autovetor X ¢é calculado pela equagao:
(T —MN)X =7Z. (D.6)

Como procura-se um autovetor X nao trivial é necessario que o ntcleo de (7' — AI) néo seja
trivial, ou, de forma equivalente, que:

det (T — M) = 0.

Os autovalores de um operador 1" de dimensoes n xn sao as raizes de uma equagao polinomial
de grau n emA:

n—y.m;
H (A=M)™ =0, (D.7)

i=1

onde m; ¢ a multiplicidade do autovalor )\;. Essa equacgao caracteristica tem n raizes reais
ou complexas. Se a matriz for real, os coeficientes da equagao polinomial sao reais. Rai-
zes complexas, caso existam, ocorrem em pares complexos conjugados. Um operador de
dimensoes n X n tem portanto n autovalores.

Os autovetores associados a um autovalor A sao determinados apods o calculo desse tltimo.
Se X for um autovetor de T, aX também o é. Um autovetor é portanto, identificado por
sua dire¢ao, sua magnitude podendo ser qualquer. Da Eq. D.6 depreende-se que, se um
autovalor for compexo, os autovetores correspondentes também o sao. Mostramos a seguir
o seguinte teorema:

Teorema: Autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente independentes.

Sejam X;, X, ..., X, os autovetores, associado aos autovalores distintos, A, Ag, ..., Ay,
respectivamente. Os autovetores sao linearmente independentes quando a equacao:

oo X+ Xe+ ...+ o, X, = Z (D.8)
sO se verifica para a3 = ay = ... = «a, = 0. Vejamos se esse caso ocorre. Aplica-se o
operador:

(T — M) (T = NoI) .. (T — Ayr])
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aos dois membros da Eq. D.8. Os binémios que compode o produto acima sao comutéveis
enre si. Como (T — A1) X, = Z obtém-se:

an (T =MD (T —=XI)...(T =Xy ) Xy, = Z.
Como:
(T =MD (T —=Xod)...(T =Ny i) Xy # Z
é necesséario que «,, = 0. Consequentemente, a FEq. D.8 torna-se:
o Xy +aXg+ . a1 X1 = Z. (D.9)
Aplica-se o operador:
(T = MI) (T = XoI) ... (T — N\y2I)
aos dois membros da Eq. D.10, obtém-se:
A1 (T = MI) (T =X I) ... (T = Ny 2D) X1 = Z.
A igualdade so6 se verifica se a,,_1 = 0. A Eq. D.10 torna-se:
o X1+ Xg+ ...+ a9 Xy o = Z. (D.10)

Repetindo sucessivamente o procedimento conclui-se que todos os coeficientes a; devem ser
iguais a zero o que demonstra o teorema.

Como autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente independentes um ope-
rador de dimensoes n X n com autovalores distintos tem n autovetores linearmente inde-
pendentes. Nesse caso, a cada autovalor corresponde apenas um autovetor e os autovetores
formam uma base do espaco E,,, em que T é definido.

Um caso especial ocorre se o operador T tiver autovalores repetidos. A cada autovalor de
multiplicidade m podem corresponder de 1 a m autovetores. Se o ntumero de autovetores
correspondentes a um autovalor for menor do sua multiplicidade os autovetores nao formam
mais uma base de E,. Como exemplo, as matrizes [32]:

6 2 =2 6 2 2
A=\ -2 2 2 e: B=| -2 20
2 2 2 0 0 2

A ~ o1 2 . . . . .
tém a mesma equacao caracteristica (A —4)" (A —2) = 0. A primeira primeira tem dois
autovetores linearmente independentes associados a A = 4 e a segunda, apenas um. Situacao
semelhante ocorre com as matrizes:

()« e-(19)

Definigao: Denomina-se subespaco proprio associado ao autovalor real A\ o subespaco var-
rido pelos autovetores associados aquele autovalor.
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Quando os autovetores de um operador 7' formam uma base, a matriz que o representa
tem uma forma particularmente simples. Nesse caso pode-se atribuir aos autovetores as
coordenadas (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1), respectivamente, na base dos
autovetores. Como TX = AX a matriz que representa o operador nessa base ¢ diagonal,
com os autovalores dispostos ao longo da diagonal principal. Todos os demais elementos sao
iguais a zero. Enunciamos o seguinte:

Teorema: Se os autovalores de um operador algébrico linear forem reais e distintos a matriz
que o representa é diagonalizavel. A diagonal principal é formada pelos autovalores de T

As propriedades acima podem ser usadas para a resolucao de sistemas de equacoes algébricas
lineares, em que os autovetores do operador do membro esquerdo formam uma base. Pode
ser usada também na resolucao de equagoes diferenciais lineares ordinarias homogéneas,
com coeficientes constantes.

Algumas propriedades adicionais e aplicagoes sao discutidas nos exercicios 6 e 7 desse apén-
dice.

D.1.9 A Alternativa de Fredholm

O caso em que o operador linear £ de um sistema nao homogéneo de equagoes algébricas
lineares é singular s6 admite solu¢ao quando o vetor B, do membro direito pertence ao
subespaco varrido pelos vetores formados pelas colunas da matriz que representa o operador.

a1 Q12 ... Qi1 T by
a21 a9 ... Qop ) bg

= (D.11)
Upi QAp2 .. Gpn T b,

Essa condicao de solvabilidade se expressa

pela exigéncia de B seja ortogonal ao vetor ut,

A N que, é ortogonal a todos aos vetores formados pe-

u las colunas de £, conforme ilustrado na Fig. (D.2).
Escrevemos:

(u",B) =0

O que se expressa Como:

* * * +
ay, ay ... ay u3r 0
* * *
aly Q39 ... Qo Uy _ 0
Figura D.2: A alternativa de Fredholm. : : :
* * * +
aiy, G5, .. Q. u, 0

onde o asteristico indica o complexo conjugado. Dito de outra forma, o vetor B deve
ser ortogonal a u™, que forma a base do ntcleo do operador transposto, LI [47]. No
caso da analise funcional, em que os elementos da matriz do lado esquerdo sao operadores
diferenciais, as varidveis x; e os elementos b; do vetor do lado direito sao func¢oes complexas,
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tém-se uma situacao semelhante. A condi¢ao de solvabilidade da Eq. D.11 se expressa pela
imposicao de que o vetor de fungoes do lado direito seja ortogonal vetor que gera o espago
nulo do operador adjunto de £, que denominamos como L£*. Essa condicao é conhecida
como Alternativa de Fredholm [65, 42].

D.2 Sistemas Dinamicos

D.2.1 Definicoes

Definicao: Um sistema cujo estado é definido por um vetor de variaveis X e cuja evolugao
obedece a um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem da forma:

X = F({X(t),~,1) (D.12)

denomina-se um Sistema Dindmico. Na equacao acima, v é um vetor de parametros.

Exemplos de sistemas dindmicos sdo o Brusselador, proposto por Prigogine & Lefever em

1968 [34, 66]):

X
dd—t = A-(B+1)X+X%Y
Y

Y _ px_xry

dt

e o modelo de interagao entre populagoes conhecido com Lotka-Voltera:

. o1
% = —vtuw = fo(wy;v). (D.14)

Nos dois casos acima F ({X(t)},~,t) = F ({X(¢)},~,). O membro direito das equagoes de
evolucao nao depende explicitamente do tempo.

Definigao: Sistemas dos quais o membro direito das equacoes de evolugao nao contém o
tempo explicitamente, denominam-se Sistemas Autonénomos.

Sistemas cuja evolucao é regida por uma equacao da qual o membro direito contém
o tempo explicitamente, sao nao auténomos. A equacao de Van der Pool forcada é um
exemplo de sistema nao autéonomo:

T+ (xZ — 1) T+x = Acoswt.
Em geral, sistemas regidos por equagoes de evolucao de segunda ordem, ou de ordem

mais alta, podem ser reescritos na forma da Eq. D.12. Como exemplo, a equagao de Van
der Pool pode ser reescrita na forma de um sistema de duas equagoes de primeira ordem:

T o=y
) = —x—(xZ—l)y+Acoswt.
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Definigao: Variaveis independentes do problema sao aquelas as quais se pode atribuir valor
em um certo instante de tempo.

Se as variaveis independentes do sistema forem as que definem a posi¢ao do memso o vetor
F ¢é a velocidade com que o sistema se desloca no espaco e as componentes F; de F sao as
componentes X da velocidade.

O numero de variaveis independentes (ou de graus de liberdade) de um sistema dinamico
autonomo ¢ igual ao namero de equagoes de primeira ordem que o descrevem.

O estado de um Sistema Dinadmico pode ser representado no espago de variaveis indepen-
dentes do sistema.

Definicao: O espago de varidveis independentes de um Sistema Dindmico denomina-se
Espaco de Fases do sistema.

Um ponto do espaco de fases define um estado do sistema. Se o sistema se mantiver inde-
finidamente nese ponto, o ponto é denominado Ponto Fizo do espago de Fases. Quando o
sistema se encontra em um Ponto Fixo, estd em um estado estacionario.

Definigao: Pontos do Espago de Fases em que dX/dt = Z denominam-se Pontos Fixos.

Sistemas nao auténomos nao tém, em geral, pontos fixos, embora esses possam existir,
como no caso da Eq. de Mathieu:

¥+ (a+ PBceost)z = 0.

Se o estado do sistema se alterar com o tempo o ponto que representa seu estado se desloca
e descreve uma trajetoria no Espaco de Fases. O objetivo da teoria de Sistemas Dinamicos
¢é determinar o conjunto de todas as trajetorias no Espaco de Fases.

D.2.2 Unicidade das trajetérias no espaco de fases

Teorema (Cauchy-Kovaleska): Seja um sistema dindmico cuja evolugao obedece a uma
equagao deterministica da forma [65]:

dF
dt
Se F for continua e diferenciavel, isso €, se:

B (X(t + At)) = F(X(1)] < K |X(t+ At) = X(¢)],

o comprimento de um pequeno trecho da trajetéria proximo ao ponto X do espago de fases
de dimensao finita é dado por:

ds = (dX?4+dX3+.. . +dx2)"?
1/2
= [(Fudt)® + (Fydt)? + ... + (Fudt)?]' = dt (Z Ff) .
O vetor tangente a trajetoria é dado por:

it 1/2
ds _ a(SR)” ()t (SR

dx; Fdt F;
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A tangente é bem definida, exceto nos pontos fixos, onde F = Z, isso é, em pontos onde
dX/dt = Z, ou pontos fixos, que sdo pontos singulares do espago de fases. Consequente-
mente, as trajetérias nao podem se cruzar, exceto nos pontos fixos. Essa restri¢ao topologica
impoe severas restricoes a evolugao de sistemas com apenas um ou dois graus de liberdade
e os impede de apresentar comportamento cadtico.

O regime cadtico é caracterizado por comportamento aperiédico, movimento com
grande nimero de frequéncias e sensibilidade a condi¢ao inicial, no sentido de que trajetorias
inicialmente proximas se afastam exponencialmente, nos instantes iniciais da evolucao.

D.2.3 Sistemas conservativos e dissipativos

Consideremos um pequeno volume no Espago de Fases dV = [[dX; e fixemos um ntimero
de estados dentro desse volume. dV ¢é suficientemente grande para nao conter apenas um
estado. Como as trajetérias nao se cruzam no Espaco de Fases o ntumero de trajetorias
geradas pela mudanca dos estados inciais se conserva. Podemos definir uma densidade de
estados p e procuramos determinar como a mesma varia quando o hipercubo que contém os
estados iniciais se desloca acompanhando a evolugao dos mesmos e os contendo. Escrevemos:

p = p(t X))
A taxa de variacao da densidade é dada por:

Dt ot ox, at o T Vax,

Dp  0p = 0Op dX; ap X, dp

Consideramos um volume fixo no Espaco de Fases. Em virtude da conservagao do ntimero
de trajetorias, o fluxo liquido de estados que saem do volume ¢é igual ao negativo da taxa de
acumulagao do nimero de estados dentro do volume. A conservacao do ntimero de estados
se expressa por:

. )
f pXnidA = / P av.
S

Usando-se o teorema de Gauss tranforma-se a integral de superficie em integral de volume:

/apdv

e obtém-se uma equacao de continuidade para a densidade de estados:

0X;

dp o o 0

o ax, T
ou ainda:

1D .

S0 4w X

p Dt

Se divX = 0 a densidade permanece constante e se divX < 0, a densidade aumenta.
Definimos:
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Exemplo: O movimento de um corpo celeste que se move sob a forca de atracao de outro

corpo evolui segundo a lei:

Mm
mi = G—r,
x

ou, na forma de duas equacgoes de primeira ordem:

T o= v = fi(z;v)

) Mm

v = G poali fo(z;v).
Calculamos:

.o Ofi 0fs

divX = o + B 0.

Exemplo: equacao de Van der Pool:

i+ (*-1)i+z = 0.

Na forma de um sistema de equagoes de primeira ordem:

T = v = fi(z;v)
= 2= (2= 1)v = fo(z;v).

Calculamos:
g ofi  0f
leX = a—x+% = —([L'Q—l)
X3 A
X,
Xl

Figura D.3: Evolucao de estados no espaco de
fases.

volume se contral.

192

Vé-se que divX > 0 quando o coeficiente
de viscosidade (x* — 1) é negativo, isso &,
quando 22 < 1 e divX < 0 quando o
coeficiente de viscosidade é positivo. Os
exemplos acima justificam a seguinte

Definicao: Se divX = 0 o sistema
denomina-se conservativo. Sistemas dis-
sipativos caracterizam-se por divX < 0.

Se o sistema for dissipativo o volume
que contém um certo nimero de estados
em um instante inicial se contrai & medida
que o tempo passa. Isso nao significa que
as trajetorias contidas no volume conside-
rado incialmente se aproximem, pois uma
das dimensoes do volume pode aumentar
e as demais diminuirem, de forma que o



Exemplo: As equacoes de evolucao de um sistema quimico da forma:

A+B+=C

sao [80]:
¢a = —kKicacp + Koco — 1 [ca — ca(0)]
ép = —HKicACB + Kacc — 1 [cp — c(0)]
Cc = K1CACB — KoCo — T

Calculamos div X:
divX = —r, (ca+cp)—2r — Ko.

Como divX < 0, elementos de volume que contém estados iniciais se contraem.

Os sistemas fisicos podem ser classificados, segundo o valor tomado por divX < 0 em:

1. Conservativos e Hamiltonianos em particular, quando divX = 0;

2. Dissipativos, ou com injecao de enengia, quando divX #0;

Sistemas Hamiltonianos evoluem obedecendo a um a lei do tipo:

Liouville [65] mostrou, no século XIX, que sistemas Hamiltonianos sao intgraveis, desde que,
para cada par (x;x) de variaveis independentes exista uma constante do movimento. No
caso de um sistema massa-mola:

mi+ kxr = 0,

essa constante é a energia do sistema. No caso de um sistema de dois corpos que se movem
sob agdo de um campo gravitacional, ha dois pares (x1;X;) e (X2;X2) e duas constantes, a
saber a quantidade de movimento e a energia do sistema, que se conservam.

O terorema de Liouville diz mais: se o sistema for integréavel, é possivel determinar uma
frequéncia w; do movimento, associada a cada par (x;;X;). Se a relagao entre as frequéncias
for um ntmero racional, isso é, se:

Wi
= = N,
Wi
com N racional, o movimento é periédico. Por exemplo, se wy = 2,25 Hz e wy = 5 Hz,
ao fim de 100 s, o modo associado a w; terda completado 225 ciclos e o associado a wy tera
completado 500 ciclos. Se a relacao de frequéncias for um nimero irracional, o moviemto
sera quase-periodico.

No caso de sistemas nao integraveis, a periodicidade, ou quase-periodicidade nao é as-
segurada, permitindo a existéncia de movimentos aperiodicos e, em particular, o surgimento
de caos Hamiltonianao.

Sistemas dissipativos, nao sao, em geral, integraveis.
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D.2.4 Atratores

Nos casos de sistemas dissipativos, divX < 0 e a densidade de trajetorias aumenta com o
tempo. Se div X for uma constante, o aumento ¢ exponencial e e o volume inicial cai a zero
rapidamente. Em consequéncia o sistema evolui para um subespago de dimensao menor do
que a do espago de fases. Esse subespago denomina-se atrator 3, 65, 69, 80].

Definigao: Atratores sao subespacos compactos do espacgo de fase, tais que, se o sistema
estiver em um ponto desse subespago, permanece no subespago para sempre.

Subespagcos compactos podem ser postos em correspondéncia bi-univoca com conjuntos
limitados. Uma trjetéria em forma de espiral, que tem inicio em um ponto do espaco de
fases, mas se curva indefinidamente para dentro nao é um conjunto compacto, pois pode ser
posta em correspondéncia bi-univoca com uma semi-reta.

Atratores de sistemas com duas dimensoes sao os pontos fixos, as trajetorias fechadas, as
trajetorias homoclinica e as trajetorias heteroclinicas. Trajetérias fechadas que nao contém
pontos fixos sao carcteristicas de movimentos periddicos.

Definigao: Trajetérias homoclinicas sao as que partem e retornam ao mesmo ponto fixo.
Definicao: Trajetorias heteroclinicas sao as que ligam pontos fixos distintos.

Sistemas com trés ou mais
dimensoes podem ter os mesmos
atratores encontrados em siste-
mas com duas dimensoes e ainda
mais alguns. Subespacos na
forma de superficies cilindricas, de
cones e piramides sao excluidos,
pois nao sao conjuntos compac-
tos. Uma esfera, superficies de
um elipséide de revolucao e asse-
melhados também nao o sao pois
seus pontos, com excessao de um
dos polos, podem ser postos em
correspondéncia  bi-univoca com
um plano, conforme mostrado na

Figura D.4: A esfera nao é um conjunto compacto, pois
sues pontos, com excecao de um dos polos, podem ser
postos em correspondéncia bi-univoca com os pontos de
um plano.

Fig. D 4.

Toroides se constituem em conjuntos compactos. Trajetorias sobre tordides represen-
tam movimentos periodicos, ou quase-periddicos. Se a relacao entre as duas frequéncias
presentes for um ntmero racional, as trajetérias sao curvas fechadas e o movimento é perio-
dico. E o caso do movimento mostrado na Fig. D.5(a). Cortando o toréide na direcio radial
e o abrindo, tém-se uma superficie cilindrica. Cortando a superficie ao longo de uma linha
reta paralela ao eixo do cilindro tém-se um retadngulo como o mostrado na Fig. D.5(d) e
(e). Sendo o movimento periodico, as trajetorias mostradas no retangulo obtido segundo o
procedimento acima apresentam a forma mostrada em (d), com os pontos A e B coinciden-
tes. Se a relacao de frequéncias for um ntmero irracional, em nenhum caso, quando uma das
frequéncias completa um ciclo, as demais também o fazem. Os pontos A e B nao coincidem
mais e nao coincidirdo nunca. A linha tracejada na Fig. D.5(e) representa a continuacao do
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movimento. A superficie toroidal vai sendo toda ocupada sem que as trajetérias se cruzem
ou se fechem. O movimento é quase-periddico.

Um cubo que contenha um
conjunto de estados iniciais con-
tidos do espaco de fase se con- - D \
. ~ . = C’
trai & medida em que o tempo i 7%
passa e seu volume cai a zero.

>
O sistema evolui para um atra- / / / / / /

tor. Os atratores pode ser pontos
fixos e curvas abertas ou fecha-
das que se localizam sobre atra-
tores cuja topologia é a de su-
perficies de dimensao menor do
que o nimero de dimensoes do es-
paco de fases. A dimensao des-

sas superficies embora menor do
que a do espaco de fases é, no en-
tanto, inteira. Mas os atratores
podem nao ser topologicamente

Figura D.5: Movimento sobre um toréide. (¢), (d) e (e)
mostram o toroide aberto. As secoes C' e C’ mostradas
em (b) e (c¢) e os pontos D e D' mostrados em (c) e (d)
coincidem. Se a relagao entre as duas frequéncias pre-

equivalentes a conjuntos compac-
tos de dimensao inteira, isso €, nao
podem ser postos em correspon-
déncia bi-univoca com conjuntos
compactos de dimensao inteira.
Nesse casos, o atrator tem um di-
mensao fratal. Exemplo de atra-
tor com essa caracteristica é o do
modelo de Lorenz (ver Cap. 18).
O espago de fases tem dimensao
trés e a dinamica é dissipativa, o
que faz com que um volume contendo certo nimero de condicOes iniciais se contraia e
tenda rapidamente a zero. O fato do sistema ter caracterisicas dissipativas nao o impede de
apresentar comportamento cadtico, algumas de suas dimensoes podem aumentar e outras
diminuir, de modo que o volume do hipercubo tenda a zero. O modelo de Lorenz evolui para
um atrator de dimensao maior do que dois, podendo por isso apresentar comportamento
cabdtico. Vejamos como caracterizar a dimensao de um conjunto fratal.

sentes for um nimero racional, as trajetérias sao curvas
fechadas e o movimento ¢ peridédico. E o caso do movi-
mento mostrado em (a) e (d). Se a relagao de frequén-
cias for um ntmero irracional, em nenhum caso, quando
uma das frequéncias completa um ciclo, as demais tam-
bém o fazem. Os pontos A e B nao coincidem mais e
nao coincidirdo nunca. A linha tracejada na Fig. D.5(e)
representa a continuacao do movimento. A superficie to-
roidal vai sendo toda ocupada sem que as trajetorias se
cruzem ou se fechem. O movimento é quase-periddico.

D.2.5 Dimensao de um atrator fratal (Dimensao de Hausdorff)

A dimensao de um conjunto fratal caracteriza o nivel de ocupacao do espaco. Pode-se
associar uma dimensao menor do que trés ao sistema de canalizacoes e a rede elétrica de
uma cidade, pois nao ocupam o espaco todo. Pelo fato de nao ocupar todo o espago em
que se encontra, sistemas com dimensao fratal podem compartilhar o espago com outros. O
aparelho circulatorio, os canais do aparelho respiratorio e o sistema nervoso de um animal
também ocupam parte do espago em que se encontram e o compartilham com outros sistemas
e a eles se pode associar uma dimensao fratal.
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Pode-se imaginar uma esfera de raio R, inteiramente preenchida por algum material.
Para recobrir todo o material existente dentro da esfera com pequenas esferas de raio €, com
¢ — 0, sao necessarias N esferas, tal que:
4

4
V = Ngm-:?’ = §7TR3 para: e —0.

Dessa igualdade conclui-se que:

3 3 R\’ -3
Ne® = R N = [ — N oxe™”.
€

Se a esfera for preenchida por esferas de raio r < R o niimero de pequenas esferas de raio ¢
nao serd mais proporcional a 3. Nesse caso termeos:

R\ P
N = <—> para: e — 0.
€

Generalizando as idéias acima, consideramos um conjunto de pontos em um espaco de
dimensao d e seja N o numero de hiperesferas de raio € necessarias para recobrir o conjunto
de pontos. O nimero de esferas é tal que:

D
N(e) x (?) para: e — 0.

R é o raio minimo de uma esfera que recobre todo o conjunto de pontos. Definimos a
dimensao de Hausdorff do conjunto de pontos pela relagao [80]:

In N
InR/e

D = lim (D.16)
e—0

Alternativamente, a dimensao de Hausdorff pode ser definida como o niimero o limite N do

niamero de hipercubos de aresta [, necessarios para recobrir um conjunto de pontos [3]:

In N
D =1 i

Como exemplo, determinamos a dimensao de Hausdorff de um segmento de reta, de um
quadrado, do conjunto de Cantor em uma dimensao e do floco de neve (curva de Koch). No
caso de um segmento de reta de comprimento [, o nimero de segmentos (hiperesferas) de

raio € necessario para recobri-lo ¢ N = [/2¢, donde conclui-se que ¢ = [/2N e tém-se para
a dimensao de Hausdorff:
Inl/2
D = tm U2

ewooInl/2/e

Determinamos a dimensao fratal de um quadrado de lado [, usando a Eq. D.16. Nesse caso,
o raio do menor circulo (hiperesfera) que o recobre é: R = [1/2/2. O ntimero de circulos de
raio € que recobre uma aresta do quadrado é:

NG
25/\/5 N 2
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O ntmero de circulos que recobre o quadrado todo é dado por N2. A dimensao de Hausdorff
do quadrado é portanto:

b (V2/2)

=0 Inly/2/2¢

A dimensao de Hausdorff de conjuntos de dimensao inteira coincide portanto com a dimensao
do conjunto.

O conjunto de Cantor consiste dos
pontos que restam de um segmento de
reta de comprimento [ do qual se retira [

inicialmente o terco central. Dos dois l€3 . ]I]
segmentos de comprimento [/3 retira- o L / 3 g
se o terco central e repete-se o processo . . / 2
indefinidamente (ver Fig. D.6). /

A dimensao do conjunto de Can- l/3m 2'm

tor em uma dimensao é calculada como:
O conjunto de Cantor em uma dimensao

In 2™
D = lim —————
m—oo In 1/ (1/3M) l z 20 é\g
In 2 |:| oo oo /
= = — = 0,63 oo oo /3t 22
In3 132 2
|:| oo oo
oo oo : :
O conjunto de Cantor em duas di- : ;
mensoes é obtido de forma semelhante, L/3m 2
considerando-se um quadrado de lado [. O conjunto de Cantor em duas dimensdes
Divide-se cada aresta por trés e retira-se
os quatro quadrados que tém como uma € N

das arestas o segmento central das ares- l/ 3(1) 4(1)
tas do quadrado original. O precesso é  « L/ 32 42
repetido indefinidamente (ver Fig. D.6). /3% 4

A dimensao do conjunto de Cantor em : :
duas dimensoes é calculada como: 1/3m 4m

‘ In 22m O floco de neve (curva de Koch)
D = lim ———
m=co Inlf (R/3m) Figura D.6: Conjunto de Cantor em uma e em
- 2h1_2 = 1,28 duas dimensoes e floco de neve (curva de Koch) —
In3 Calculo da dimensao de Hausdorff.

O floco de neve (curva de Koch) é obtido a partir de um tridngulo do qual substitui-se
o tergo central de cada aresta por duas, cada uma de comprimento [/3, delimitando um novo
tridngulo que é incorporado a figura. Repete-e o processo indefinidamente (ver Fig. D.6).
A dimensao do floco de neve é calculada abaixo:

In 4™ In4
mosoInl/ (1/3m) ~ 3



D.2.6 Estabilidade linear de pontos fixos do espaco de fases

A evolugao de sistemas Dinamicos auténomos, nas proximidades de Pontos Fixos X, é regida
por equagoes da forma:

d(z; + ;)
dt

—— - ofi| .
= [ (X+x) = fz‘(X)—i‘a—l s
Tjlx
onde 7; ¢ a componente geral de um pequeno desvio do estado do sistema, em relacao
ao estado de repouso X. Como X ¢ um Ponto Fixo e nao varia no tempo e f; (X) =7
e a equacao acima se reduz a um sistema de equacoes diferenciais ordinarias, lineares,
homogéneas, com coeficientes constantes, dada por:
d (Z;) ofi

dt ax] X I

ou, de forma completa, escrevendo as variaveis de perturbacao z; sem o asterisco:

A a;; a2 ... Qip X1
d T o1 G2 ... Q2 1)
dt ; : : : :
Ty n1 Ap2 ... Qpp Tp
onde:
ol
Z_] - M

As proximas secoes se ocupam da resolucao do sistema D.18. Se a perturbacao for ampli-
ficada, o Ponto Fixo X é linearmente instdvel. Se a perturbacio desaparecer para tempos
longos, o Ponto Fixo é linearmente estdvel. O estudo de equagoes diferenciais lineares, or-
dinérias, homogéneas, com coeficientes constantes, tem portanto, aplicacao na analise de
estabilidade linear de Pontos Fixos de sistemas Dinamicos.

D.3 Equacgoes Diferenciais Ordinarias com Autovalores
Reais e Distintos
Uma equagao diferencial ordinaria, linear, homogénea, da forma
T = ax com: z(t=0) = xo, (D.19)
tem como solugao:
T = z9e™. (D.20)

Se a > 0 a solucao diverge para tempos longos. Se a < 0 a solugao tende a zero. O ponto
a = 0 marca o limite entre solugoes que divergem e solugoes que tendem a zero. a = 0 é
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um ponto de bifurcagdo. A solugdo da Eq. D.19 é tnica. De fato, se y(t) for outra solugao,
entao y = ay. Desenvolvemos:

d —at - _—at —at at —at

e = yge “ —ay = aye " —ay = 0.

—at ~

Consquentemente y e~ é uma constante. Seja xy essa constante.

yefat = y = x eat.

A nova solugao é idéntica a original, ou seja a Eq. D.19 admite uma tnica solugao.

Duas equacgoes ordinérias e lineares podem ser agrupadas na forma:

(2)2(% azg)(i;)' (D.21)

Os elementos faltantes no operador da Eq. D.21 sao iguais a zero. Enquanto a soulugao da
Eq. D.19 € R, a solucao de D.21 € R2. O espaco R? é obtido pela composicao de dois
espagos unidimensionais. Denotamos:

R = R R.

Os coeficientes a1 e ass podem ser considerados como operadores que agem sobre as variaveis
r1 € ro. A matriz A é obtida pela composicao dos operadores elementares ay; € ag. De
forma geral, pode-se compor espacos de dimensoes diferentes:

RT’1+7’2+---+7"n = R" ©® R ©...P an’

onde r; é a dimensdao do subespago RJ. O operador T, resultante da composigao dos
operadores T} & obtido composto dispondo-se os operadores individuais, sucessivamente, ao
longo da diagonal principal de 7. Representa-se:

T =ToT,®...01T,.

Um sistema de equagoes diferenciais ordinarias, lineares homogéneo, com coeficientes
constantes, da pela Eq. D.18, com a condicao inicial:

I (t 0) To1

ZL‘Q( 0) . T2

x,(t =0) Ton
pode ser resolvido usando as ideias acima desenvolvidas. As coordenadas x; referem-se a
uma base ortonormal ey, ez, ..., e,. O sistema pode ser reescrito de forma abreviada, como:
X = AX com: X(t=0) = X,. (D.22)
Se o operador representado pela matriz A tiver todos os autovalores f, fs, ..., f;, reais

e distintos a matriz que o representa nessa base é diagonal. As equacoes estao desacopladas
nessa base e a solu¢do de cada uma é dada pela Eq. D.20. A estratégia de resolugao do
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sistema consiste portanto em diagonalizar a matriz, resolver cada equacao e retornar a base
original. O sistema D.18 se escreve sob a forma abaixo, na base dos autovetores:

U1 A Y1

d Y2 A2 Y2

- — D.23
Yn An Yn

onde y; sao as coordenadas de um ponto no espago de fases, na base dos autovetores {fj}.
A solugao na nova base é:

At
(1 Yore™
Aot
Y2 Yoze™?
Ant
Yn Yon€™"
Como a condic¢ao inicial é dada na base ey, es, ..., e, usa-se a matriz de mudanca de base
para a determinacao daquelas condi¢oes, na nova base:
YO = QXO

O retorno a base original se faz utilizando-se a matriz Q~:
X = QY.

As colunas de Q! sdo formadas com as coordenadas dos vetores fj, na nova base. Como
as coordenadas de um vetor sao tnicas, a solugao do sistema D.18 é tinica. Enunciamos o
seguinte:

Teorema: A solucao de um sistema de equacOes diferenciais ordinarias, lineares, homo-
géneas, com coeficientes constantes, condigoes iniciais especificadas e autovalores reais e
distintos tem como tnica solucao:

A A A
Ty = oqi€] + a8y + ...+ ape,

A A A
Ty = Qg1€] + Qipgey + ...+ Qope;,

A P A
Tp = Op2e] + Qpaey + ...+ appe;,.

Os ntmeros «;; podem ser interpretados como sendo a projegao do autovetor fj na direcao
do vetor e;. Os autovetores sao a condigao inicial do problema base {fj}.

A Eq. D.23 permite interpretar a estratégia de diagonalizacdo da matriz original,
como um processo de decomposigao do espago R" em espacos elementares unidimensionais,
definidos pelos autovetores do operador. Cabe observar que se parte dos autovalores de T
for negativo o valor da variavel ao longo de cada uma dessas dire¢oes tende a zero para
tempos suficientemente longos. O oposto ocorre ao longo das dire¢des cujos autovalores sao
positivos: as variaveis divergem. Como, em muitos casos, quando o valor de uma variavel
aumenta muito surgem efeitos nao lineares que limitam esse crescimento, essas varidveis nem
sempre divergem. Nessa situacao, o sistema evolui para um subespagoativo, de dimensao
menor do que a do espago em que o problema é definido. O que se procura muitas vezes
é, portanto, reduzir a dimensionalidade do problema proposto e identificar os subespacos
ativos.
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D.4 Equacoes Diferenciais Ordinarias com Autovalores
Complexos e Distintos

Se um operador algébrico linear tiver um autovalor complexo, o autovetor correspondente
também seré complexo. Sendo o operador real, os autovalores complexos ocorrem em pares
conjugados. O autovetor associado ao conjugado de autovalor complexo é o conjugado
do autovetor. Representando o complexo conjugado por um asterisco e lembrando que o
complexo do produto de dois nimeros complexos ¢ o produto do complexo conjugado dos
dois ntimeros tém-se:

(Te)" = (up) — Te" = p'p".
Consideremos uma equagao da forma:

d . : .

pm (x+iy) = (a+1b) (x+1y), (D.24)
ou:

% = pz. (D.25)

onde z = x +1y e u = a+ ib. Separando as partes real e iamginaria dessa equacao chega-se
a:

T = axr—by

= bx+ ay.
Esse sistema também pode ser ecrito na forma matricial, como:
s a —b x
(3)-G ) 0) 29
Portanto, as Eq. D.25 e D.26 s@o equivalentes (ver também a Sec. ??7). A solugdo da Eq. D.26
é:
z = zyet (D.27)
isso é:
iy = (k14 ikg) e = (k) +iky) e™ (cos bt + isen bt) .

Separando as partes real e complexa obtém-se:

r = e (kycosbt — kosenbt) (D.28)
= e (kycosbt + kysenbt). (D.29)

A trajetoria correspondente & solugao é uma espiral descrita no sentido anti horario no

Espago de Fases se a = 0. Se a = 0 a trajetoria é uma circunferéncia. Cabe observar que
a solucao ao longo da direcao x nao é independente da solugao ao longo da direcao y. Em
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um sistema de duas equagoes com autovalores reais consegue-se decompor o espago em dois
subespacos uni dimensionais, com solucoes independentes, no sentido de que a solugao ao
longo de uma das diregoes pode ser a trivial, se a componente da condigao inicial ao longo
de uma delas for igual a zero. Essa situacao nao ocorre no caso da Eq. D.26.

A solugao dada pela Eq. D.25 é tnica. A demonstragao segue os mesmos passos da feita
para o caso de uma Unica equagao com autovalor real (ver pag. 199).

Hé& casos de sistemas de duas equagoes com um par de autovalores complexos conjugados,
em que o operador 7" nao esta na forma dada na Eq. D.26. E, por exemplo o caso em que
o operador 1" é dado por:

0 -2
T = .
Os autovalores desse operador sao p = 1 +¢. Mostramos a seguir, que um sistema com
um operador como o acima pode ser resolvido através de mudanga para uma base na qual
a matriz que representa o operador é da forma da encontrada na Eq. D.26. Mostramos
inicialmente que os autovetores ¢ e (* sao linearmente independentes. Supondo que:

P = mep,
tém-se que:
T—p)e" = a(T—p)e = ax(Te—p'e) = (n—p)e = Z,

0 que é uma conclusao falsa pois u — u* # Z. A conclusao decorre da hipotese de que os
autovetores sao linearmente dependentes, que é portanto, falsa.

Mostramos a seguir que as partes real e imaginaria do autovetor complexo:
¢ = U411V

sao linearmente independentes. U e V sdo dois vetores reais. As parte real e imaginaria de
¢ podem ser escritas como:

1 *
= §(¢+so)

? *
= 5(—4,04—30).

Vejamos em que condigoes:
alU+ o,V = Z.
Substituindo U e V pelas expressoes acima encontramos:
ar (@ +¢°) Fim(—p+¢") = Z.
Reagrupando os termos:
(p — i) @ + (g + i) " = Z.
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Como ¢ e ¢* sao linearmente independentes é necessario que:

a1 — ’i()éQ =

a1 + ’iag = 0,
0 que sb se consegue com o = g = z, onde z é o niimero complexo zero. As partes real e
imaginaria do autovetor ¢ sao linearmente independentes. A base na qual o operador toma

a forma de um nimero complexo, conforme Eq. D.26 é formada pelos vetores (V; U), nessa
ordem. Mostramos essa propriedade:

T(U+iV) = (a+1ib) (U+iV).

Separando as partes real e imaginaria:

TU = aU—-bV
TV = bU+aV.

Na base (V;U), V= (1;0) e U = (0;1). Inserindo as coordenadas dos vetores n aequagao

acima obtemos:
0 0 1 —b
o= r(V) =e(V)-0(a) = (72)

() () (1) - ()

Reagrupando os termos:

o)+ (Ol = GG ()]

A matriz que representa o operdor 1" é portanto:

a —b
B = )
Enunciamos os seguintes teoremas:
Teorema: Se o operador T : E, — FE, tiver todos os autovalores distintos, reais e
complexos, F, e T tém uma decomposicao F, = Er ® Ec e T = Tr & T¢, tal que Tk :
EFr — Erelc : Ec — FE¢, em que Tk tem autovalores reais e distintos e T tem

autovalores em pares complexos conjugados distintos.

Teorema: Seja Ty : Ec — E¢ um operador real com autovalores complexos conjugados
we . EoeT tém uma decomposicao EFEo = E1 @y & ... @ E, e T =T+18T,&...6T,
onde Ej sao subespagos bidimensionais e T} tem autovalores p; e pi7.

Teorema: Seja T¢ : EFc — E¢ um operador real definido em um espaco bidimensional,
com autovalores complexos conjugados p e p*. Existe uma base em que a matriz que
representa o operador é da forma:

5= (1))
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Completamos essa secao com a definicao de subespaco proprio associado a um autovalor
complexo:

Definicao: Denomina-se subespago proprio associado ao autovalor complexo u = a + ib o
subespaco varrido pelas partes complexa e real dos autovetores associados aquele autovalor.

D.5 Exemplos — Sistemas com Duas Variaveis

Exemplo: Examinemos alguns sistemas com duas variaveis. Os autovalores de um operador
da forma:

A — (an a12>
a21 Q22
a sao as raizes equacao:
A2 — tr (A)A +det(A) = 0.

Os autovalores dependem apenas do trago e do determinante do operador, que sao dois
invariantes do mesmo e nao dependem da matriz que o representa:

—tr(A) £ VA
2

Mg = onde: A = tr?(A) —4det(A).

A solugao do problema X = AX pode ser classificada nos seguintes casos, qualitativamente
diferentes, segundo o tipo de raizes do polinémio caracteristico:

1. A>0edet(A) <0. O polindomio tem duas raizes reais de sinais contrarios. A origem
denomina-se um ponto de sela (“sadle node”);

2. det(A) > 0e tr(A) > 0. O polinémio tem duas duas raizes reais positivas. A origem
é um no instdvel,

3. det(A) > 0 e tr(A) < 0. As duas raizes sdo reais e negativas. A origem é um nd
estdvel;

4. A <0e tr(A) <0. O polinémio tem duas raizes complexas com parte real negativa.
A origem é um foco estdvel,

5. A< 0e tr(A) <0. O polinémio tem duas raizes complexas com parte real positiva.
A origem é um foco instdvel;

6. A<0e tr(A) =0. O polindmio tem duas raizes complexas com parte real nula. A
origem é um centro;

Exemplo: Equacoes de segunda ordem podem ser transformadas em um sistema de duas
equagoes de primeira ordem. Um sistema massa-mola-amortecedor da forma:

i+ 2wnt +wir = 0
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N2\ 4 X Ax,
BN
) \\~\\\\ Xl Xl
\ \\\\ < - * -
NN |
\\\ﬁ

Figura D.7: A solucao de um sistema linear de trés equagoes com um autovalor real e
positivo e um par de autovalores complexos conjugados: (a) Ponto de sela; (b) foco instéavel
e (c) centro.

pode ser reescrito na forma:

T = v

= —wir—2wy,w.

Em forma matricial:

()-(% ) (D)

Os autovetores do operador sao dados por:

A2 = Wy [fj: \/gfl} )

Vé-se que a condigao para que os autovalores sejam iguais nao é facilmente preenchida pois
requer £ = 1. A existéncia de sistemas lineares com autovalores repetidos nao é, em geral,
comum.

Exemplo: Resolver a equagao X = AX, onde:
5 3 D 2
A = ( 6 4 ) com a condi¢ao inicial: X = ( ) ) .

Os autovalores do operador sao Ay = 2 e Ay = —1. A origem é um ponto de sela. Os
autovetores f; e f3 sao uma solugao nao trivial dos sistema:

(& =)(2) = () (=) (5) = ()

Uma solugao possivel ¢ f; = (1;—1) e f = (—1;2). As matrizes Q! e Q sdo dadas,
respectivamente, por:

. 1 -1 _ (21
@ :(—1 2) © Q‘(1 1)'
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A solucao do sistema é dada, na nova base, por:
2
Y1 = Yoi€
—t
Y2 = Yo2€ -

A condigao inicial na nova base, Yy, é dada por Yo = @Xo = (5;3). A solugao do sistema
¢ dada por X = Q7'Y. Obtém-se:

r; = Het —3et

xe = —e2t 427t

Exemplo: Resolver a equagao X = AX, onde:

A = ( (1) _3 ) com a condi¢ao inicial: X = ( ? ) )

Os autovalores do operador sao 112 = 1 +¢. A origem é um foco instavel. O autovetor
complexo ¢ é uma solugao nao trivial da equagao:

()G -G

Uma solucao possivel é w+1=1—1 e wy = —1, isso é:

- () e () ()

A primeira coluna da matriz Q! ¢ formada pelo vetor V e a segunda, pelo vetor U. Obtém-
se para as matrizes Q7! e Q:

L (-1 _ (-1 -1
o =(0a) v oe=a)
A soluca@o do problema na base (V,U) é&:

z = Ce" = y+iy; = (Cy+1iCy) e (cost +isent),

ou:

y1 = €' (Cicost— Cysent)
yo = e (Cisent+ Cycost).

A condigao inicial na nova base, Yo, ¢ dada por Yo = @Xo = (—3; —1). Obtém-se:

y1 = —e'(3cost — sent)

yo = —e'(3sent + cost).
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A solucao do sistema é dada por X = QY

T = 4e'(cost — sent)

Ty = €' (3sent + cost).

Exemplo: Resolver a equagao X = AX, onde:

10 O 1
A = 01 -3 com a condi¢ao inicial: X = 2
1 3 1 3

Os autovalores de A sao A = 1 e yu = 2 + 3i. Uma solugao para o autovetor associado ao
autovalor real é f = (—10; 3;1). Calculamos o autovetor complexo ¢, associado a . = 2+ 3i.
Esse autovetor é dado por uma solugao de:

—1—-3 0 0 21 0
(A—ul)p = 0 -3 -3 2o = 0
1 3 —3 2 0

Obtém-se z; = 0, enquanto uma solucao para as duas outras componentes do autovetor é
29 =1 e z3 = 1. O autovetor é portanto:

0 0 0
P = l = 0 |+ 1
1 0

As matrizes Q7! e Q sao:

—-10 0 O —-1/10 0 0
Q' = 310 e Q = 3/10 1 0
1 01 1/10 0 1
A matriz Ag do operador na base do autovetor real
e das partes complexa e real do autovetor com-
plexo, é dada por: X;
10 0
Ay = 01 -3
03 1
A solucao na nova base é da forma: -
X
Yor €' ?
Y = | e (kcosbt — kysenbt)

e (kg cos bt + K1 sen bt) .

A soluca b iginal é dad X =Q7'Y.
PO GAO Ha base ofigiiial ¢ dada bot @ Figura D.8: A solugao de um sistema li-

Obtém-se: N -
near de trés equagoes com um autovalor
Yor €' real e positivo e um par de autovalores
X = 3yor e’ + e (k1 cosbl — kasenbt) | . complexos conjugados.

yo1 €' + € (ko cos bt + 11 sen bt)
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Resta determinar as constantes yg1, k1 € k2. No tempo ¢t = O:

1 Yo1
Xo = 2 = 3 Yo + K1
3 Yo1 + K2
Donde obtém-se yo1 = 1, k1 = —1, ks = 2. A solugao é portanto:
et
X = | 3e'—e™ (cosbt + 2senbt)

e' + e (2 cosbt — sen bt)

A solucao é uma espiral de raio crescente que se desloca com velocidade que cresce expo-
nencialmente na direcao do autovetor f.

D.6 Exponencial de Operadores

Define-se a exponencial de um operador 7" pela relagao [40]:

R=00 TH
exp(T) = ZH' (D.30)
k=0

def o .
onde T° = I. Pode-se mostrar que a série de termos de exp(T) ¢ absolutamente convergente,
isso é, que a série:

K=00 "
2N ()

converge. Na expressao acima N (7% /k!) é uma norma do k-ésimo termo da série. Pode-se
verificar que se:

M e}
T = Ao . entao: exp(T) = e
' An ern

Demonstramos a seguir a seguinte
Proposicao: Sejam @), S, T' e B, operadores no R". Entao:

1. Se B=QTQ ! entao: exp(B) = Qexp(T) Q7 ;

2. Se T'S = ST entao: exp(T + S) = exp(T') exp(S):

3. exp(=T) = [exp(T)] " ;

4. Se

T = <Z _b) entao: exp(T) = e“( cosb  —senb );
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5. %em = At = MA.

A demonstracao da primeira propriedade é feita pela aplicacao da definicao de exponencial
de um operador:

T -1 T -1 T2 1
exp(B) = 1+QTQ—1+Q QQC,’Q ¢ = QIQTN+QTQ +Q2? + ...
T2
Q (I+T+ o1 +. ) Q' = Qexp(TQ ™.
Para demonstrar a segunda propriedade usamos a definicao de bindémio de Newton:
n STk

A utilizacao do binémio de Newton pressupoe que a maultiplicacao dos dois termos é co-
mutével. De fato, fazendo o quadrado da soma de dois ntmeros a e b, tém-se:

(a+b)? = (a+b)(a+b) = a®+ab+ba+ b

o que mostra a necessidade de que a multiplicacao seja comutavel, para que se obtenha o
resultado a® + 2ab + b?. Aplicando o binémio de Newton no calculo da exponencial a S + T
obtemos:

> S+T =1 SI Tk S0 0
| — S — - -

exp (S+1T) Z Zn § TR l()! ol +

n= j+:n
SO Tl Sl TO Sl Tl SO T2 52 TO SO T3 Sl T2 52 Tl 53 TO
[ai+um}ﬁif+a§*aa]{my*?i*if*iﬁ%

S? T2 T3 T? 52 S3
= I+T+S+—+ 85T S— T

+++2‘+ +2‘+3+ +2 +3+
T2 T3 52 53 5 7

= |:]+T+§+3 +:| |:I+S+i+§+...:| = e e .

A demonstracao da terceira propriedade faz uso da acima provada. Como S e —S comutam,
tém-se que:

exp(S —S5) = exp(0) = I = exp(S)exp(—9),

o que mostra que exp(—T") = [exp(T)] " e demonstra a terceira propriedade. Decorre dessa
propriedade que mesmo no caso em que T nao seja inversivel, exp(7) o é. Trata-se de
situacao semelhante a que se tem no calculo da exponencial de ntimeros reais: embora zero
nao seja inversivel e o é.

Para demonstrar a quarta propriedade, notamos inicialmente que:

a —=b 0 -1
(b a)_A+B_aI+b(1 0).
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O produto das matrizes AB é comutavel, com o que
AMB = ¢ IB = ¢*B.

Resta portanto determinar e?. Denominando (ver Sec ?77?):

. 0 -1
zb-b(l 0)

tém-se que:
(z’b)Q:—bQ((l)(l]), (z'b)?’:—b?’((f _01)
= v (o) @ = w7
(i) = —bﬁ((l) (1’) (ib)" = —b7<(1) _01) etc
Portanto:

B _ b _ <~ (ib)" _ _f b_4_b_6 1 0
=t =) _[1 a2 e o1 )t
b_b_3+b_5_b_7+ 0 -1\ [ cosb —senb

3t 50 T 1 0 a senb cosb |-

A demonstragao da quinta propriedade se faz usando a definicao de derivada:

(t+h)A _ _tA tA hA _ tA hA _ T
i = ;lfn%e h — - fllin%e : h — - fim et {e I ] -
1 h2A2 hA%2  h2A3
lime' = | T+ hA + +...—1I| = lime"™ [A+ — + o=
h—0 h 21 h—0 21 3!

et A = Aeth.

Decorre desa propriedade que, se:

‘2—}: = AX — X = X,

pois:

d
—eXy = AX, = AX.

dt
A solucao da Eq. X = AX ¢ tnica. De fato, admitindo que exista outra solugao Y, essa
nova solucdo obedce a equacio Y = AY. Fazendo e *4Y e calculando a derivada em relacao
ao tempo desse termo obtém-se:

d .
ae_tAY = — e MAY + MY = —eMMAY + e MAY = 0.
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Portanto e *4Y & uma constante. Seja Xg essa constante. Conclui-se que Y = e 4 Xy, ou
seja, a nova solucao ¢ igual a primeira, desde que a condi¢ao inicial das duas solugoes sejam
iguais. Enunciamos o seguinte:

Teorema: Seja A um operador definido no R™. A equacio X = AX, com a condicdo inicial
X (t = 0) = X admite como tinica solugao X = e4Xj.

O procedimento de resolucao de um sistema da forma X = AX, definido nas Sec. D.3 e D.4
é equivalente a calcular a exponencial do operador A na base dos autovetores e em retornar
a base original. Mostramos abaixo um exemplo, que mostra que, quando o operador nao
tem os autovetores suficientes para formar uma base, pode-se obter a solucao pelo céalculo
da exponencial do mesmo.

Exemplo: resolucao do sistema X = AX, com a condicao inicial Xg = (zo1; To2), onde:

(2

A matriz tem um tnico autovalor, A = 2 e apenas um autovetor. Podemos escrever:

2 0 0 0
s (20)(00).

As matrizes S e N comutam, o que permite calcular:

2 tN 2t tN
2t )¢ = eten

A = efSetN — ( €
Resta calcular a exp(tN). Aplicando a definigdo de exponencial de operador:

272
eV = T+1tN+

+ ...

Pode-se verificar que N? = 0 o que limita os termos da série acima aos dois primeiros.
Obtém-se portanto:

s (1)) -0

Portanto:

2t 2t
X — eAX, — € 0 Zo1 _ To1€
= € 0 — te2t o2t = te2t 2t | -
e e T2 Torte” + xgoe

O calculo da exponencial foi facilitado pela decomposicao do operador A na soma de um
diagonal e outro, que elevado a uma poténcia finita tem como resultado a matriz zero.
Definimos:

Definicao: Matrizes tais que NP = 0 para algum p inteiro e positivo denominam-se nilpo-
tentes.

Veremos a seguir que, quando os autovetores do operador nao formam uma base completa,
pode-se decompo-lo em uma matriz diagonal e uma nilpotente. As duas matrizes sao co-
mutaveis.
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D.7 Autovalores Repetidos e Forma Canoénica de Jordan

Um dos exemplos apresentados na Sec. D.5 mostra que a ocorréncia de operadores com
autovalores repetidos requer que os parametros do problema guardem ente si uma relagao
que normalmente existe. Autovalores repetidos ocorrem por exemplo, quando se varia algum
parametro e ao longo da trajetoéria percorrida pelo mesmo, os requisitos para a repeticao
sao atendidos. Essa se¢ao apresenta o procedimento de resolucao de equagoes diferenciais,
que se adota quando o operador que multiplica o vetor de incognitas apresenta autovalores
repetidos [40, 32, 22].

Consideremos inicialmente, o caso em que os autovalores repetidos sao reais. O espago
em que o problema é definido pode ser decomposto em dois, o primeiro, F; varrido pelos
autovetores associados a autovalores reais nao repetidos e pela parte real e imaginaria de
autovetores complexos, associados a autovalores complexos, nao repetidos. O segundo su-
bespago, F, é o parcialmente varrido pelo(s) autovetor(es) associado(s) a um tnico autovalor
A, de multiplicidade r. Tém-se portanto:

E,®F

s

Ocupamo-nos do subespaco E e da estrutura do operador 7. Suponhamos que 7T tem r
autovetores. A base de autovetores deve ser completada com m — r vetores linearmente
independentes.

Definicao: Os m — r vetores que completam a base incompleta de r autovetores de um
operador 7', de dimemsoes m X m denominam-se autovetores generalizados, associados a
seu unico autovalor A.

Definicao: O subsepago E denomina-se subespago préprio generalizado, associado ao au-
tovalor .

Esta secao trata da decomposi¢ao de operadores algébricos lineares com apenas um
autovalor real na soma de uma matriz diagonal com outra nilpotente. A subsecao D.7.1
trata de propriedades de matrizes nilpotentes, a subsega0 D.7 define e aborda propriedades
de blocos de Jordan e a subsegao D.7.2 estuda a decomposigao do operador nas duas parcelas
acima mencionadas.

D.7.1 Matrizes e blocos nilpotentes elementares

O determinante de uma matriz nilpotente é igual a zero, poisse N =0 — det N =
(det N)™ =0 — det N =0. Um exemplo de matriz nilpotente ¢ dado por:

0
10
1 0
N = S : (D.31)
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em que todos os elementos sao iguais a zero, exceto os da segunda subdiagonall, que sao
iguais a 1. Elevando essa matriz ao quadrado obtém-se outra, cujos elementos sao todos
iguais a zero, com excessao dos pertencentes a segunda subdiagonal, que sao iguais a 1:

0
0 0
N2 1 0 0
1 0 0
1 00
Sucessivamente:
0
0 0
1 0 0 0
N = o e: N™ = 0.
0 0 0
1 0 00
E claro que a matriz:
0
10
1 0
N = ) ) (D.32)
1 0
00

também ¢é nilpotente. Nesse caso N™~! = 0. A matriz dada pela Eq. D.32 atende ao
requisito de ter seu determinante igual a zero e é portanto candidata a descrever a parte
nao diagonalizavel do operador T'.

Definicao: Blocos nilpotentes elementares sao matrizes em que todos os elementos sao
nulos, com excessao dos pertencentes a primeira subdiagonal, que sao iguais a 1.

Um exemplo de bloco nilpotente elementar ¢ dado pela matriz D.32. Dois outros exemplos
sao mostrados abaixo:

N:(?g) o N = (0).

Uma matriz nilpotente pode ser formada por blocos dispostos ao longo da diagonal principal,
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como o exemplo mostrado abaixo:

0
10
10
10
N = [0] (D.33)

[0]
0]

Um bloco nilpotente elementar, de dimensoes n xn, tem a propriedade de que J" = 0. Outra
propriedade consiste no resultado da aplicacao de um bloco de Jordan sobre os elementos
de base:

0 1 0
10 0 1
1 0 0 0
Nf, = — - f,
1 0 0 0
10 0 0
Sejam fy,fs, ... f,, os elementos de base. Vé-se que:

Nty = £ (J<n)
Mg = £ (+p<n) (D.34)
Nf, = Z.

Uma terceira propriedade importante dos blocos de Jordan refere-se & ao fato de que a
dimensao do espaco nulo dos mesmos é igual a 1. A dimensao do espaco nulo de matrizes
formadas por n é n. Por exemplo, sendo a matriz D.33 composta por 5 blocos de Jordan, a
dimensao de seu espago nulo é igual a 5.

D.7.2 A decomposicao S-N

Consideremos um operador 17" de dimensoes m X m com apenas um autovalor real A\. Se T’
tiver m autovetores linearmente independentes pode ser digonalizado:

A

Cabe observar que as matrizes que representam 7' tem a forma acima em qualquer base,
pois QIQ~! = I. Se T ndo tiver m autovetores linearmente independentes, nao pode ser
diagonalizado. No entanto, o operador pode ser desmembrado na soma de uma matriz
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diagonal, S, cujos termos sao todos nulos com excessao dos situados ao longo da diagonal
principal que sao iguais ao inico autovalor de 7', acrescido de outra matriz, N, que contém
a parte nao diagonalizével do operador:

T = _ +N. (D.35)
A

Como det T = A\, tém-se que det N = 0. Procuremos a estrutura da matriz N. Conside-

ramos a sequéncia de vetores {fy, fa,..., f,}, tais que:
(T —M)"'f; = NPy # 0 e (T—X)fy = Nefy = 0
(T —MN)P%f, = NP2y £ 0 e (T—XN)""'fy, = Ny = 0
: : : (D.36)
(T—X)fyy = Nfy.y # 0 e (T—M)°fyy = Ny = 0
| (T = AD)f, = Nf, = 0

com p < m. Demonstramos que essa sequéncia de vetores, se existir e atender aos requisitos
acima, é linearmente independente. Para isso procuramos as condi¢oes para que:

o fy +asfa + ...+t = Z. (D.37)
Aplicando o operador N™~! aos dois membros da Eq. D.37 obtemos:
a1f1 = Z,

o que implica em que a; = 0. Levando em conta essa condicao vé-se que a Eq. D.37 se
reduz a:

asfo + ...+ afm = Z. (D.38)

Aplicando o operador N2 aos dois membros da Eq. D.38 conclui-se que ay = 0. Prosee-
guindo com o procedimento verifica-se que todos os coeficientes a; da Eq. D.37 devem ser
iguais a zero para que a mesma seja satisfeita. Consequentemente, a sequéncia de vetores é
linearmente independentes. Como o espago considerado tem no maximo m vetores linear-
mente independentes deve-se ter p < m. Se o operador tiver dois autovetores linearmente
independentes p = m — 1. E se o operador tiver m autovetores linearmente independentes
p = 1. Se o operador tiver m autovalores distintos a sequéncia de vetores acima tem apenas
um, pois o operador ja tem m autovetores linearmente independentes. A sequéncia de veto-
res acima descreve portanto o espaco e existe, pois cada um dos vetores fa ... f,_ 1 pertence
a imagem de T'— \I.

O operador NP é nilpotente, pois leva qualquer vetor da base para Z. Consequentemente,
leva, qualquer vetor do espaco para Z. Um operador que leva qualquer vetor para Z é o
operador zero. Portanto, N é nilpotente. Enunciamos entao o seguinte:

Teorema: Seja um operador 1" : E,, — E,, com um tnico autovalor A, de multiplicidade n.
T tem uma decomposigdo em uma parcela diagonalizével (semi-simples) e outra nilpotente:

T = S+ N.

215



Vejamos o exemplo de um operador 7' que tem apenas um autovetor:
Tf]_ = )\f]_ + Nf]_

Rearranjando os termos e levando em conta que Nf; = f5, temos sucessivamente:

(T - )\]) fl - fz
(T — M), = fs
(T—A)""'f; = f,

A decomposicao de um operador T qualquer, tendo apenas um autovalor A e um tnico
autovetor é portanto, possivel. A parte nao diagonalizdvel N do operador tem a forma do
bloco de Jordan D.32 na base formada pelo autovetor e pelos autovetores generalizados.
Lembramos que esses ultimos sao vetores quaisquer, linearmente independentes.

Denominamos como Ny a parcela nilpotente da decomposigao do operador. Como a parte
diagonal do operador é igual a Al em qualquer base, a matriz N pode ser obtida fazendo-se:

N =T -\

Essa matriz é nilpotente de modo que N™ = NJ* = 0, embora N nao tenha a forma do bloco
de Jordan D.32. Os exemplos abaixo ilustram o procedimento de calculo da expondencial
de uma matriz com autovalores repetidos.

Exemplo: Calcular e, onde:
1 1 2
A = 01 3
0 0 1

A matriz tem trés autovalores iguais a 1. Pode-se determinar a matriz N, subtraindo-se

S =11 de A. Obtém-se:

01 2 00 3
N=1003 N>=[000 N = 0.
0 00 00 1
Calcula-se a seguir e'4:
202 1t 2t+3t%/2
et = TN = ¢t {I+tN+7} =e |01 3t
' 00 1
Exemplo: Calcular €', onde:
-1 1 =2
A = 0 —1
0 0 1
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A matriz tem um autovalor \; = —1, de multiplicidade 2 e outro, A3 = 1. Como o8
autovalores nao sao todos iguais nao se pode subtair a parcela diagonal, diretamente da
matriz A. O autovetor associado a A\; = —1 é proporcional a fa = (1;0;0). Como hé apenas
um autovetor associado a A\; = —1 é necessario completar a base. Escolhemos o vetor
f1 = (0;1;0). Deve-se observar que os autovetores generalizados sdo ordenados a frente do
autovetor associado ao autovalor repetido, O autovetor associado a A3 = 1 é proporcional a
f3 = (0;2;1). As matrizes Q e Q™! sdao dadas por:

010 01 -2
Q'=110 2 Q=110 0
001 00 1

Para calcularmos e determinamos a matriz Ay, que representa o oprerador na base dos
autovetores e autovetor generalizado. Subtrai-se dessa matriz a parcela diagonal, obtendo-
se a parte nilpotnte Ny. De posse de Sy e Ny calcula-se exp (Sy + Ny) eretorna-se a base
original:

01 =2 -1 1 =2 010 -1 00
Ay = QAQ ' =10 0 0 -1 4 1 02| = 1 -1 0
00 1 0 0 1 0 01 0 01
Calculamos a seguir a matriz Nj:
-1 00 -1 00 000
Ny = Ag— Sy = 1 -1 0 |- 0 -1 0 = 1 00
0 01 0 01 000

Observamos que a matriz Ny nao esta na forma de um bloco nilpotente elementar pelo fato
dos autovalores de A ndo serem todos iguais. Calculamos a seguir e'4 = 50N notando
que NZ = 0:

et 0 0 1 00 00 0 et 0 0
etdo — 0 et 0 010+ ¢to0o0 = | te? et 0
0 0 ¢ 001 00 0 0 0 ¢

Concluindo a se¢ao, mostramos o seguinte:

Teorema: Seja um operador algébrico linear, T', de dimensoes n x n, cujo polindémio ca-
racteristico é:

POV = (A= A)™ (A — Ao)™ .. (A — Ap)™ =0,

onde A, Ag, ..., A\ sao os autovalores de T' e my, mo, ..., ms, a multiplicidade de cada au-
tovalor, respectivamente, com my +ms + - - - +my = m. Todo operador T', conforme acima,
satizfaz seu polinémio caracteristico, isso é:

onde I é a matriz identidade e 0, a matriz nula (Teorema de Cayley-Hamilton).
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Seja f um autovetor ou autovetor genaralizado, associado ao autovalor \;, de multiplicidade
m;. Entao:

(T—X\)"f = Z

O procedimento d4 o mesmo resultado com todos os binémios do polinémio carctreristico,
isso é com todos os autovetores e autovetores generalizados de T', que formam uma base de
E,,. Como os binémios sao comutéaveis, concluimos que o polinémio caracteristico aplicado
a qualquer vetor de base de FE,, e portanto, a qualquer vetor de £ — m, da como rezultado
o vetor Z. O operador que leva qualquer vetor de E,, para o vetor Z é o operador zero, o
que prova o teorema.

D.7.3 Forma canonica real de Jordan

Vimos que um operador com um tnico autovalor A pode ser decomposto na soma de uma
matriz diagonal com uma nilpotente. Resta a questao a responder sobre a forma dessa
matriz nilpotente, pois, tanto ela pode conter apenas um bloco de Jordan e ter a forma
da matriz D.32, quanto se composta por vérios blocos nilpotentes elementares, conforme a
matriz D.33. Examinemos a estrutura da matriz de dimansoes 10 x 10 abaixo, ja escrita em
forma canonica:

i)
— O

0]
0]
[0]

Por ser formada por 6 blocos de Jordan, o espago nulo dessa matriz é igual a 6 (ver pag. 214.
Uma primeira regra se deduz imediatamente desse fato: a dimensao d; do espago nulo de N
¢ dada por:

9 = dim Nu(N).
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Elevando a matriz N ao quadrado obtemos:

—_ o O
oS O

N? =

0]
0]

[0]

Cada bloco de dimensoes 1 x 1 contribui com uma dimensao para a dimensao do espago nulo
de N? e blocos de dimensoes iguais ou superior a 1 x 1 contribuem com duas dimensoes.
Elevando a matriz ao cubo, obtemos:

o O O
o O

N3 =

[0]
0]

[0]

O espaco nulo de N? tem a mesma dimensao n da matriz. O maior bloco de Jordan tem
dimensao 3. Seja v o nimero de blocos de dimensoes k X k e ¢;, a dimensao do espago nulo
de N7. Temos entao:

0 = n+ur+us
dy = 11+ 215+ 2u3
53 = v+ 2V2 + 3V3.

A solugao desse sistema fornece vy = 3, v, = 2 e v3 = 1. De forma geral, o nimero de blocos
de Jordan ¢é determinado pela solu¢ao do sistema:

0 = v+t ...+u,
o = 1 +2(we+...+1v,)

1 = 420+ ...+ =20+ (n—1) Wyt +vn)
0, = M +204+2+4...+nv,,
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onde n é o menor expoente ao qual a matriz N deve ser elevada, que da como resultado a
matriz 0.

Uma operador cuja parte nilpotente esta escrita na forma de blocos elementares
encontra-se na forma candénica de Jordan. Um exemplo de matriz nessa forma é dado
abaixo:

— >
— >

D.7.4 Forma candénica complexa de Jordan

O caso de operadores com autovalores complexos repetidos é tratado de forma semelhante
ao real. Um exemplo de matriz complexa na forma canénica de Jordan complexo é dado
pelo exemplo abaixo:

D a —b
I D D = (b a )
I D
J = o : onde: (D.39)

I D [:((1)(1)).
I D

Observamos apens que, no caso de operadores com um tnico par de autovalores complexos
a £ 1b a subtarcao N = T — S deve ser feita obrigatoriamente na base dos autovetores e
autovetores generalizados, ao contrario do que se faz no caso de operadores com um tnico
autovelor real, porque a matriz contendo apenas blocos D (Eq. D.39) ao longo da diagonal
principal nao é a mesma em todas as bases.

D.8 Problemas

1. Sejam A e () duas matrizes quadradas de dimensoes n X n, com @) inversivel. O traco
de uma matriz é definido como a soma dos elementos da diagonal principal:

tr (A) = 51']‘(1,”‘,

onde a;; ¢ o elemento geral de A. Seja B = QAQ™'. B e A sdo duas matrizes similares
que representam o mesmo operador algébrico linear T, em bases diferentes. As colunas
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de Q! sao formadas pelas coordenadas de cada um dos vetores da nova base, na qual
a matriz B representa o operador 1. Mostrar que:

tr (A) = tr (QAQ™") =tr(B) = tr (T),

isso é, que o tracgo, assim como o determinante, é um invariante do operador T e
independe da matriz que o representa.

. Mostrar que se A e B forem duas matrizes quadradas arbitrarias, de dimensoes n x n,

entdao tr (AB) = tr (BA).
. Mostrar que (0;;0;; — 04,0;;) /2 é um invariante de um tensor de segunda ordem o.

. Sejam A € Re A, B e @, trés matrizes com @) inversivel, tais que AQ = QB. Mostre
que:

(a) (M —A)Q=Q (M - B);

(b) A é autovalor de A se e somente se A for autovalor de B;

(c) X é autovetor de de B, associado a A se QX for autovetor de A, associado a .
. Seja A(t) uma matriz cujos elementos dependem de um parametro t e A(ty)A(t1) =

A(t1)A(t2), para quaisquer valores de t; e to. Seja f(A) uma funcdo da matriz A e
definimos:

) L FAG ) — SAD)
dt h—0 h .
Mostrar que:
dA" no1dA det _dA
a ~ " o @

Sugestao: usar a formula do binémio de Newton:

Xiy#k
n __ ' - -
(X +Y)" =nl g R

jt+k=n
onde aplicavel.

. Mostrar que se A # 0 for um autovalor associado ao autovetor X de um operador
algébrico linear inversivel A, entao:

1
A7IX = =X,
A

. O calculo dos autovalores de um operador através da resolugao da Eq. D.7 é dificil
para matrizes de grandes dimensoes. Um método alternativo consiste em se aplicar
a matriz em um valor qualquerY e repetir a operacao, aplicando-a sucessivamente
aos vetores resultantes. Como um vetor qualquer pode ser considerado como soma de
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autovetores de comprimento convenientemente escolhido (X = X3 + Xs + ...+ X,,)
tém-se:

AX - A<X1+X2++Xn) == )\1X1—|—)\2X2—|——|—)\an
A(AX) = MX;+A3Xe+...+A2X,

APX = NX; + MXs + ...+ X,

A cada aplicacao da matriz A, a componente relativa ao maior autovalor fica maior em
relacao as demais. Normalizanndo as componentes do vetor resultante a cada aplicacao
pelo modulo do novo vetor obtém-se um vetor X™, tal que |X™| =1 (n é o namero da
iteragdo). Esse vetor alinha-se rapidamente ao autovetor de maior médulo. Uma vez
determinado o autovetor associado ao autovalor de maior médulo pode-se calcular o
autovalor sem dificuldades. Para célculo do segundo autovalor e do segundo autovetor
subtrai-se do vetor Y, a componente na direcao de X; e repete-se o procedimento.

No caso de matrizes muito grandes, muitas vezes procura-se determinar taxas de cres-
cimento e frequéncias naturais proximas a alguma frequéncia especificada. Uma forma
de se calcular um autovetor correspondente a um autovalor especificado A consiste em
seguir o seguite procedimento:

(a) Calcula-se a matriz B = A — A\[. Essa matriz passa a ter um autovalor A’ = 0.
Sua inversa tem um autovalor que diverge;

(b) Inverte-se a matriz e calcula-se o autovetor correspondente a seu maior autovalor.

Os autovalores da matriz:

5000 0 -1
-2330 0 7
0010 -1 0

A= 1 004 0 -1
0000 2 O
0000 0 -6

sao A = 1,2, 3,4,5e6. Calcular os autovetores da matriz, comecando pelo associado ao
maior autovalor. Repetir o calculo subtraindo 1,2\] da matriz A. Quantas iteragoes
sao necessarias até a convergéncia, isso é, até que:

|Xn _ Xn—1|

<1078 7
| X2

. Mostrar que, se A for um autovalor associado ao autovetor X de um operador algébrico
linear A, entao:

exp(A)X = exp(N)X.

. Suponha que p nao seja um autovalor da matriz A € M (n). Mostrar que a equagao
X = AX + €Y, com Y especificado, tem uma solugao da forma X = eV, com

V e R™
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10.

11.

12.

13.

14.

Calcular a exponencial das matrizes:

(0 %)

o O O
o O =
O W N
[ = T S =
oS O O O
oS O O O
o O O O

Resolver o sistema:

T = -2z
= r—2y
z = y—2z
com a condigdo inicial (zo; yo; 20) = (1;2;3).

Determinar os pontos de equilibrio, a estabilidade linear dos mesmos e construir as
trajetorias no espago de fases (retrato de fases) do sistema cuja evolugdo obedece a
equagao de Duffing:

P4+ a?t—ax+2>=0
Determinar os pontos de equilibrio, a estabilidade linear dos mesmos e esbocar as

trajetorias no espago de fases do sistema cuja evolucao obedece a equagao de Van der
Pool:

i+ (2®=1)d+z=0.
A figura ao lado mostra o esquema de um péndulo
giratorio. Pede-se:

(a) Mostrar que a equagao de evolu¢ao do pén-
dulo é:

< mg ersen 0 cosO

ﬂg Frsen 0

ouw: _~mgcosH

mrf +mgsen § — mrQ?sen 6 cos § = 0

é—i—%sen@—@%en@cos@zo; jmg

mg sen 0

(b) Reescrever a equagao do movimento sob a forma de duas equagoes de primeira
ordem e mostrar que os pontos fixos da dindmica sao:

0 = =+£nm
6 = cos H(1/N) A>1),

onde A = Q%r/g. Nos dois casos, § = 0.

(c) Estudar a estabilidade linear dos pontos fixos e construir o retrato de fases do
sistema.
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15.

16.

17.

18.

19.

Em 1968, os profs. 1. Prigogine e R. Lefever, da Universidade Livre de Bruxelas, pro-
puseram um modelo para descrever as oscilagoes em sistemas quimicos observadas por
Belousov e Zhabotinsky, cerca de quinze anos antes. Gragas a esse modelo, Prigogine
foi agraciado com o prémio Nobel de quimica em 1977. O modelo recebeu o nome de
“Brusselador” e é dado por:

d

d—f = —(b+Dz+a+z’y
d

d—:g = br — 2%y,

onde x e y sao as concentragoes de compostos quimicos intermediarios e a e b, as
concentragoes de reagentes, mantidas constantes. Determinar os pontos de equilibrio
dessa cinética. Que relagoes devem existir entre os parametros desse modelo, para

que o sistema seja estavel e em que condigdes ocorrem oscilagoes que sao amplificadas
(bifurcagao de Hopf)?

Qual é a dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor obtido removendo-se seg¢oes

centrais de comprimento [/2 em cada etapa de constru¢ao do conjunto, ao invés de
/37

Mostrar que (A — 4)2 (A —2) =0 é o polindmio caracteristico das matrizes:

6 2 -2 6 2 2
A=\ -2 2 2 e B=| -2 20
2 2 2 0 0 2

Mostrar que A2 — 6A + 81 = (a — 41) (A —2I) = 0, mas B? — 6B + 8 # 0. Mostrar
que (B —4I)* (B —2I) = 0.

Mostrar que a matriz A do problema 17 tem dois autovalores linearmente indepen-
dentes, associados a A = 4 e a matriz B, apenas um e um autovetor generalizado de
ordem dois. Essa é a razao pela qual A satisfaz uma equagao polinomial de grau mais
baixo do que B.

Determinar a forma canodnica de Jordan das matrizes:

5 —1 1 1 0 0
-5 6 —1 -1 1 3 -1 -1 0 0
-1 1 -1 0 0 0 4 0 1 1
A = 2 -2 —2 1 “ B=109 0o 0 4 -1 -1
8 —10 —1 2 0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 1 3
A matriz A tem um tnico autovalor A = —1, de multiplicidade 4.

224



