Apéndice A

Principios de Analise Dimensional

A.1 Séries Completas de Produtos Adimensionais

A complexidade dos fendbmenos que ocorrem em fluidos, devida & nao linearidade de suas leis
de evolugao, faz com que se recorra com frequéncia & métodos de investigacao experimentais.
Nesse campo, a analise dimensional tem papel preponderante e baseia-se no principio de que
as leis regem os fendémenos nao dependem do sistema de unidades escolhido.

Como exemplo, procuramos
uma expressao para a forca de ar-
raste devido a efeitos viscosos e de
compressibilidade, que age sobre
um corpo que se desloca imerso
em meio fluido. Seis grandezas in-

Tabela A.1: Grandezas que intervém na lei que rege
a forca de arraste agindo sobre um corpo que se des-
loca imenrso em um fluido viscoso e compressivel. As
grandezas fundamentais tém dimensao de massa (M),
de comprimento (L) e de tempo (7).

tervém no problema, expressas em Grandeza Simbolo  Unidades

funcao de trés outras fundamen-

tais, que tém dimensao de massa Forga de arraste D LMT™?

(M), de comprimento (L) e de Comprimento l L

tempo (7'). Essas grandezas estao Velocidade U Lr?

indicadas na Tab. A.1. Densidade p M 1173 X
A forma mais geral da lei Vel;ilisdcai);dda(c){esom Z iT_AfT

que descreve o arraste que age so-
bre o corpo é da forma:

D™ = D™ (,U,p,pa) = Zcpqmt PU%" p*a’ (—oo < p,q,r,s,t <o00). (A1)

Pode-se reescrever a equacao acima em forma adimensional dividindo-se os dois membros
por D7*. Obtém-se:

Z CPQTSt lpquTluSatDu = 1 <_OO < p7 Q7 Tu Sut < OO) . (A2)

A homogeneidade dimensional da Eq. A.2 impoe restrigoes aos expoentes p,q,r,s,t. Os
expoentes de cada termo da série devem ser satisfazer a equacgao:

[L°M°T°] = L7 [LT']* [ML™®]" [L7'MT']° [LT—l}t [LMT?])",
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O que requer:

L: p+q—3r—s+t+u = 0
M - r+s+u =
T: —q—s—t—2u = 0.

e}

(A.3)

Pode-se montar uma tabela da qual cada coluna contém os coeficientes das variaveis
da Eq. A.3:

Tabela A.2: Matriz dimensional do problema de determinacao da forca de arraste que atua
sobre um corpo que se desloca em fluido viscoso e compressivel.

I U p pu a D

Lr 1 1 -3 -1 1 1
M 0 0O 1 1 0 1
T 0 -1 0 -1 -1 -2

Os nuimeros que aparecem na Tab. A.2 sao os elementos da matriz de coeficientes da Eq. A.3,
reescrita em forma matricial:

p
1 1 -3 -1 1 1 7‘{ 0
o 0 1 1 0 1 — | o o AX = Z, (A4)
0 -1 0 -1 —1 -2 i 0

u

onde Z é o vetor zero. A Tab. A.2 e a matriz A, de coeficientes da Eq. A.4 sdao duas formas
de representacao da matriz dimensional do problema.

Sabe-se da algebra linear, que'|12, 22|:
dim Im (A) + dim Nu(A) = m,

onde m ¢ o namero de colunas da matriz dimensional A e dim Im (A) é a dimensdo da
imagem do operador, isso é, a dimensao do espaco ao qual pertencem todos os vetores B
do membro direito, tais que AX = B, com X qualquer; dim Nu (A) é a dimensao do espago
nulo, ou nicleo de A. Espaco nulo de um operador algébrico linear é o conjunto de vetores
X tais que AX = Z.

Pode-se dar uma interpretagao vetorial a uma equacao algébrica linear da forma Ax =
B: Como a primeira coluna de A é multiplicada pela primeira variavel do vetor de incégnitas
X, a segunda coluna, pela segunda variavel de X e assim sucessivamente, a equagao equivale
a expressar o vetor B do membro direito como uma combinacao linear das colunas de A. O
sistema s6 admite solucao se B estiver contido no subespago varrido pelas colunas de A [20)].

Ver apéndice sobre principios da algebra linear no Vol. 2 desse trabalho.
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A Eq. A.4 sempre admite solucao, pois o vetor Z pertence ao subespago varrido pelas
colunas. Pode-se identificar trés colunas linearmente independentes nessa equacgao, donde
conclui-se que a dimensao da imagem de A é igual a trés e a do espago nulo, trés. A escolha
das colunas linearmente independentes de A é arbitraria. No caso da Eq. A.4, a combinacao
linear das colunas que resulta no vetor nulo é:

1 1 -3 -1 1 1 0

pl O |+g¢q 0 |+r 1 |+s 1 1+t 0 |+u 1 = 0

0 -1 0 -1 -1 -2 0
(A.5)

Para a determinacao do espaco nulo procede-se da seguinte forma:

1. Escolhe-se inicialmente uma base qualquer da imagem da matriz dimensional. No caso
da Eq. A.4, pode-se formar a base com as trés primeiras colunas da matriz;

2. Assim fazendo, cada uma das colunas restantes pode ser obtida por combinacao dos
vetores da base escolhida. A quarta coluna da matriz dimensional pode ser obtida
fazendo-se s = 1, t = u = 0 e resolvendo-se a Eq. A.4. A quinta coluna pode ser
obtida de forma analoga, fazendo s = u =0e t = 1. Seguindo o mesmo procedimento,
a sexta coluna pode ser obtida fazendo-se s =t = 0 e u = 1. As coordenadas dos
trés vetores X1, X e X3 assim obtidos satisfazem a Eq. A.4. Os trés vetores sao
linearmente independentes. As coordenadas de qualquer combinacao linear dos trés,
isso é de qualquer vetor de um espaco de dimensao trés, assim como a da soma de
todos os vetores desse espago também a satisfaz. O ntcleo da matriz dimensional A é
um espago de dimensdo m — dim Im (A).

Para se obter um vetor qualquer na direcao da quarta coluna da matriz de coeficientes da
Eq. A4, faz-se t = u = 0 e obtém-se da Eq. A.3:

1 1 -3 —1
pl 0 | +¢q 0| +r 1 = —5 1
0 —1 0 -1

Da equacgao acima obtém-se as coordenadas do vetor genérico da quarta coluna da matriz
de coeficientes da Eq. A.4, na base das primeiras colunas da matriz:

S+ Q3
|
V2]
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satisfaz & Eq. A.2. Procedemos a identificagao das coordenadas do vetor genérico da quinta
coluna, na base das trés primeiras colunas, fazendo s = u = 0:

1 1 -3 1
pl 0 | +¢ 0| +r 1 = —t 0 1. (A.7)
0 -1 -1
Obtém-se:
p=1r=20 e q = —t

P 0
q —1
r 0
= (A.8)
t 0
U 0

satisfaz & Eq. A.2. Procedemos a identificacao das coordenadas do vetor genérico da sexta
coluna, na base das trés primeiras colunas, fazendo s =t = 0:

1 1 -3 1
D +q 0| +r 1 = —u 1
0 —1 -2
Obtém-se:
p =q = —2u e: r o= —u.

Portanto, o vetor de coordenadas:

P —2u
q —2u
r —Uu
T = 5 (A.9)
t 0
u 0

também satisfaz a Eq. A.2. Os vetores A.7, A.8 e A.9 sdo linearmente independentes e
satifazem a Eq. A.2. Qualquer combinagao linear dos mesmos, isso é qualquer vetor genérico
do espaco nulo do operador representado pela matriz de coeficientes da Eq. A.4 também a
satisfaz. Esse vetor genérico é dado pela soma dos trés acima mencionados:

D —5 0 —2u —s —2u

q —5 —t —2u —s—1t—2u

r —s 0 —u —s—u

; = |t o | T 0 = . . (A.10)
t 0 t 0 t

U 0 0 U U
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Substituindo-se os valores de p, ¢, r, s, t e u na Eq. A.2 obtém-se:
Z Cyls72uy—s—tm2up=s—usgt DY = 1, (—o0 < 8, < 00).

Agrupando os fatores com mesmo expoente reescrevemos essa ultima:
—s —t U
pUl U D B
ZCst (7) <E> <m = 1. (—OO < S,t < OO) . (All)

Como o membro direito da equacao acima é adimensional, torna-se necessario que cada um
dos fatores do membro esquerdo também o sejam. Os fatores adimensionais do membro
esquerdo sao:

D
m = Cp = U (Coeficiente de arraste)
T, = Re = UL (Ntumero de Reynolds)
i
U .
s = M = — (Ntmero de Mach)
a

A lei fisica que descreve o arraste pode ser escrita como:
@ (my,me,m3) = 0. (A.12)

O namero de produtos adimensionais existentes na equagao acima é, no presente caso,
igual & dimensao do espag¢o nulo da matriz de coeficientes da Eq. A.4. Como cada vetor
de uma base do espaco nulo nao pode ser obtido por combinacao linear dos demais, os
produtos adimensionais sao independentes. O nimero maximo de produtos adimensionais
independentes ¢é igual & dimensao do espaco nulo da matriz acima mencionada.

Cabe notar que o nimero de produtos adimensionais independentes pode ser menor
do que a dimensao do espc¢o nulo da matriz de coeficientes de uma equacao como A.4. Essa
sitauacao pode ocorrer quando se relaciona na lista de varidveis relevantes do problema, uma
que pode ser obtida a partir das demais. Se essa condigao nao ocorrer, o numero de produtos
adimensionais independentes ¢ igual & dimensao do espaco nulo da matriz dimensional.

Definigao: Qualquer conjunto contendo o nimero maximo de produtos adimensionais inde-
pendentes, formados com as varidveis relevantes das quais uma grandeza fisica adimensional
depende, denomina-se série completa de produtos ou numeros adimensionazis.

Face ao fato de que a série completa de produtos adimensionais compoe-se em geral,
de um nimero pequeno de elementos, a Eq. A.11 reduz-se a uma soma de poténcias desse
pequeno numero de produtos adimensionais independentes. A equacao pode ser reescrita,
tomando u = —1, como:

D pUN " (UN\ !
- (%) (5) - ot (A1

A forma mais geral da forca de arraste a que um corpo imenrso em um escoamento esta
submetido é:

D
pU?[?

= ) CupRe*M® +> C R + ) CsM°. (=00 <, 3,7, < 0).
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Os ntimeros de Reynolds e de Mach representam, respectivamente, os efeitos viscosos e de
compressibilidade, isso é, de pressao. Se apenas os dois efeitos afetarem o arraste a que
o corpo esta sujeito, independente do valor do outro, a expressao da forca de arste nao
contem o produto de Re por M. Os expoentes a e 3 sao iguais a zero. Se, ao contrario, os
dois efeitos existirem e a presenca de um afetar o outro, a expressao contera o produto dos
grupos adimensionais, m ¢ 3. No caso de numeros de Mach baixos (M < 1) o expoente
t da Eq. A.13 é igual a zero. Sob altos valores do niimero de Mach (M > 1), quando o
arraste é dominado pela compressao do fluido & frente do corpo, pode-se desprezar a parcela
viscosa e o expoente s da Eq. A.13 é igual a zero.

Citamos o caso de problemas de convecgao forcada, com a camada limite completa-
mente desenvolvida, onde o nimero Nusselt obedece a uma relagao da forma:

Nu = C Re*Prt.

Em problemas de convecgao dentro de tubos, o expoente s toma valores proximos a 0,8.
Nos escoamentos externos, o valor de s é préoximo a 0,6. O expoente ¢ depende do valor do
namero de Prandtl (ver Sec. 5.8).

A.2 Outras Séries Completas de Produtos Adimensio-
nais

O vetor genérico do espago nulo da matriz dimensional A (Eq. A.4) é o mesmo em qual-
quer base. Representando-o em outra base, obtém-se uma equacao para a forga de arraste
adimensionalizada em funcao de outra série completa de produtos adimensionais. As coor-
denadas do vetor genérico do espaco nulo da matriz A sao dadas, na base das trés primeiras
colunas da matriz, pelo vetor do membro direito da Eq. A.10.

De forma geral, a escolha de outra base leva a definicao de outros ntimeros adimensi-
onais 7y, mo, ..., Tm_x, onde m é o nimero de colunas da matriz e x, o niimero de colunas
linearmente independentes da mesma. Tomemos como base, as terceira, a quarta e a quinta
colunas da matriz A de coeficientes da Eq. A.4 e procuremos as coordenadas do espaco nulo
de A nesa base. Nesse caso, p/, ¢’ e v/ sao os expoentes a serem especificados livremente. O
vetor do espaco nulo da matriz dimensional deve ser expresso como combinacao linear das
trés ultimas colunas. As equagoes que expressam a primeira, a segunda e a sexta colunas
da matriz de coeficientes da Eq. A.4 em funcao da terceira, quarta e quinta sao:

1 3 1 —1

P 0 = 7| -1 |+s| -1 | +¢ 0 (A.14)
0 1 1
1 1 —1

q 0 = 7| -1 |+s| -1 | +¢ 0 (A.15)
—1 1 1
1 1 —1

u 1 =7 -1 |+ -1 | +¢ 0 ]. (A.16)
—2 0 1 1
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Donde obtém-se:

o s = —p = p (da Eq. A.14)
M =0 = 0 ¥ =—q (da Eq. A.15)
o= s — o = 0 (da Eq. A.16)

O vetor genérico do espago nulo, expresso na base formada pela terceira, quarta e quinta
colunas da martiz de coeficientes da Eq. A.4 colunas é portanto:

p/ p/ 0 O p/

q 0 q 0 q

(P A R e (e o I I (A.17)
s’ o —p 0 —2u/ - —p — 2 '

t p/ _q/ 0 p/ _ q/

u’ 0 0 u’ u’

Substituindo-se os valores de p, q, r, s, t e u na Eq. A.2 obtém-se:
Z Cp/q/u/lplU(]lppl‘i’ullu/*pl*QUlapl*q/DUl _ 1.

Agrupando os fatores com mesmo expoente:

o (2 (5 (2) -+

Tomando u' = —1 reescrevemos a tltima equacao como:
pD pal\* (U\Y
- X () (G Y
Os produtos adimensionais 77, 7, e 75, que forma outra série completa sao:
I pD I U 1o pal
M a K

A lei fisica que descreve o arraste que age sobre um corpo que se move imerso em um fluido
pode, portanto, ser expressa como:

¢ (my,my, m) = 0. (A.20)

A escolha de outra base leva a outra série completa, conforme mostrado acima. No entanto
como o vetor genérico do espago nulo da martiz de coeficientes da Eq. A.4, é o meesmo em
qualquer base, pode-se recuperar os ntmeros previamente obtidos através de uma combina-
¢ao apropriada dos novos elementos de base [18].

Seja X o vetor genérico do espaco nulo, representado nas duas bases. Esse vetor é
dado por:

P —5
q —s—t—2u
T —S—Uu

X = (er;eziegiesies) | | = (er;ez;es5eq5€5) .
t t
u u

—s(e1+ex+ez—eq) —t(ea—e5)+u(—2e; —2ex —es+eg)
= —S fl — tf2 + Uf3 = l’ifi (A21)
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/ /

p p
q q
T/ p/ +U/
X = (e1;ez;es;ey;es) s/ = (e1;ez;e3;€4;€5) —p — 2

t p/ - q/
u’ u’

= p/ (e1 + ez —ey + 85) -+ q' (82 — ue5) + Ul (e3 — 284 + 86)

= pf+dfy +ufy = 2f] (A.22)

onde e; ¢ o vetor unitario cuja j-ésima coordenada, em um sistema de eixos ortogonais ¢
igual a 1 e as demais sao iguais a zero. Os vetores (fy; fa;f3) e (f1;£5;f5) constituem duas
bases distintas do espago nulo da matriz dimensional. Esses vetores sao dados por:

fl = e1t+text+e3—ey fi = e1+te3—e4+ €5
f2 = €9 — €5 fé = €9 — €5
f3 = 261—2ez—e3+66 fé = 63—2€4+66.

Os vetores de base fJ’ se expressam por uma combinacao linear dos vetores da base f;. Nessas
condigoes:

X = of, = x;fJ’ = x;ajifi

Donde conclui-se que:
o /
r; = .Tjajl',

isso é, a coordenada x; do vetor genérico do espago nulo da martiz de coeficientes da Eq. A.4
& recuperada a partir da coordenada z; desse vetor na nova base. a;; ¢ o elemento geral da
matriz cuja linha j contém as coordenadas do vetor f] na base f;? [12, 22]. Os vetores f se
expressam da forma abaixo, como combinacao linear dos vetores fj:

£, = f o £ ] =10 10 f,
/

As coordenadas —s, —t e u, do vetor genérico do espaco nulo da matriz de coeficientes

da Eq. A.4 se expressam em funcao das coordenadas p/, ¢’ e ¢ do mesmo vetor, na base
(£; £ £5), como:

1 -1 0
(—s;—tiu) = (Psd5u) | 0 10|,
2 01
donde se obtém:
—s = P+ p = —s—2u
—t = —p'+q' e, inversamente: q’ = —s—t—2u
u = u' u/ — u

2Ver apéndice sobre principios da algebra linear no Vol. 2 desse trabalho.
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Substituindo os valores de p’, ¢’ ¢ v’ na Eq. A.18, obtemos:

pCLl p U q /)D u’ B pal —5—2u U —s—t—2u /)D u B

7 a W)\ u a W)

pal U\ ° (pal U 2 pD\" (U\ " _ (pUIN\T (U /7 D \"

woa ioa 2 a B o a pUI2 )
O resultado acima ilustra a recuperacao de uma série completa de produtos adimensionais,
a partir de outra série, por intermédio de uma mudanca de base. As séries nao sao portanto
linearmente independentes. O nimero maximo de produtos independentes é menor ou
igual & dimensao do espac¢o nulo da matriz dimensional. Se as varidveis que intervém no
problema forem independentes, no sentido de que nenhuma delas possa ser obtidas a partir

das demais, o nimero de produtos adimenensionais ¢ igual a dimensao do espaco nulo da
matriz dimensional, conforme ja mencionado acima.

Como héa uma infinidade de bases do espaco nulo da mariz dimensional, pode-se for-
mar um nimero infinito de séries completas de produtos adimensionais, embora o nimero
de produtos independentes seja no maximo, igual a dimensao do espaco nulo da matriz
dimensional. Nao obstante, algumas séries sao mais tteis na pratica do que outras. Al-
gumas regras praticas servem como guia para a definicao da série completa de produtos
adimensionais|18]:

1. A primeira coluna da matriz dimensional deve conter os expoentes da variavel que se
quer medir. Esse produto é denominado variavel fungao;

2. As varidveis mais facilmente mensuraveis em um experimento devem aparecer em um
tnico grupo adimensional;

3. Deve-se procurar agrupar as variaveis em produtos adimensionais dos quais a variavel
funcao dependa fortemente e em outros, cuja influéncia no comportamento da variavel
fungao seja menor. O fato de nao se conduzir experimentos com o valor dessas tltimas
proximo ao do que se tem no sistema em tamanho natural permite que se faga com
mias facilidade a extrapolacao dos resultados de ensiaos com modelos;

4. Deve-se considerar as colunas da esquerda da matriz dimensional, como base para
a formacao da imagem da matriz dimensional. Se as primeiras colunas nao forem
linearmente independentes, deve-se redistribuir as colunas de modo a que as primeiras
formem a base procurada.

Um caso especial ocorre quando o espaco nulo da matriz dimensional tem dimensao
um, isso é, quando as séries completas de produtos adimensionais contém apenas um termo.
Nesse caso:

p(m) = ZCpﬂp =0 (—oo<p<oo). (A.23)

Como pelo menos um coeficiente C,, com p # 0 é diferente de zero, a equagao acima s6
admite como solugao m = C'.
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A.3 O Teorema II de Buckingham

Resumindo o acima exposto, enunciamos:

Teorema (Buckingham): Um fendémeno fisico em que intervém n grandezas independen-
tes, expressas em termos de k grandezas fundamentais obedece a uma relagao funcional
entre n — k variaveis reduzidas, ou adimensionais, independentes, my, 7o, ..., T, ., da forma:

o (m,ma, . Tnk) = 0, (A.24)
ou, alternativamente, sob forma explicita, como:

™ = ()0(71'2,...,71'”,,{).

A.4 Similaridade

Como as leis que regem o comportamento dos fenomenos fisicos sao da forma dada pela
Eq. A.24 o comportamento de dois sistemas diferentes, mas regidos pela mesma lei sera
idéntico se o valor dos produtos adimensionais dos dois sistemas for o mesmo. Esse fato
abre espaco para que se conduzam experimentos com modelos em escala reduzida, visando
averiguar o comportamento do sistema em tamanho natural, a partir ds observagoes feitas
no modelo em escala. Na mecanica dos fluidos, é procedimento classico ensaiar modelos em
escala reduzida, mas com nimero de Reynolds igual ao do sistema em tamanho natural,
aumentando-se a velocidade da corrente de fluido na qual o modelo é imerso. Ou reduzindo
a viscosidade do fluido, quando esse é um gas, reduzindo-se a temperatura em que o expe-
rimento ¢ conduzido. Mas em geral, nao se consegue similaridade total nesse caso, pois o
aumento da velocidade conduz a que o nimero de Mach do experimento seja sensivelmente
diferente do de operagao do sistema em tamanho natural. Se o sistema operar em uma faixa
de nameros de Mach em que seu valor pouco afeta o desempenho do sistema, o modelo
ensaiado guarda a similaridade com o sistema, que se bsuca. Da mesma forma, sistemas
que operam sob ntumeros de Reynolds muito altos nao tem o desempenho afetado pelo valor
desse parametro. Mas, em geral, nao se consegue similaridade completa emtre modelo e
sisitema em escala natural. Fazem-se entao ensaios com parametros 7; em varios valores
diferentes dos do sistema e extrapola-se os resultados para se estimar o desempenho sob
valor de 7; igual ao do sistema em tamanho natural.
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A.5 Principais Grupos Adimensionais

Sc =

Le =

ISHIAN

Sl

Sle

Nuamero de Reynolds: Pode ser interpretado de varias formas: a) Como
a relacao entre forcas de inércia e forgas viscosas que agem sobre uma
particula de fluido em movimento; b) Quadrado da rela¢ao entre a dimensao
caracteristica de um corpo e a espessura da camada limite hidrodinamica que
se desenvolve em torno do mesmo; ¢) Quadrado da relagao entre a velocidade
do escoamento e a velocidade de espalhamento da vorticidade; d) Rela-
¢ao entre quantidades de movimento transferidas por conveccao e por difusao.

Numero de Péclet: E utilizado em problemas de mecanica dos fluidos
envolvendo transferéncia de calor e semelhante ao nimero de Reynolds.
Pode ser interpretado como o quadrado da relacao entre a dimensao
caracteristica de um corpo e a espessura da camada limite térmica, ou como
relagao entre calor transferido por convecgao e calor transferido por conducao.

Numero de Prandtl: Relacao entre a espessura das camadas limite hidro-
dindmica e térmica. v e «a sao, respectivamente, a viscosidade cinematica e
a difusividade térmica do fluido. Em geral Pr = O(1) em gases, Pr > 1 em
liquidos, Pr > 1 em soélidos e Pr < 1 em metais liquidos como o mercurio.

Niumero de Schmidt: Mede a relagao entre a espessura das camadas li-
mite hidrodindmica e de difusao de massa. v e D sado, respectivamente, a
viscosidade cinemética e a difusividade da espécie quimica que se difunde no
fluido.

Nuamero de Lewis: Mede a relacao entre a espessura das camadas limite
de concentracao de uma espécie quimica e a térmica. O nimero de Lewis
pode ser calculado pela relacao Le = Sc¢/Pr.

Numero de Mach: Utilizado em aerodinamica de alta velocidade; é a
relacao entre a velocidade do escoamento e a velocidade do som.

Nuamero de Froude: Utilizado em problemas de mecénica de fluidos com
superficie livre; é a relacao entre velocidade do escoamento e a velocidade
de propagacao de uma pequena perturbacao na superficie livre.

Nuamero de Brinkman: Mede a importancia do aquecimento devido aos
efeitos viscosos, com relacao ao aquecimento devido apenas a convecgao.
U é a velocidade do escoamento, qg, o fluxo de calor de conveccao e H, a
dimensao caracteristica do problema.
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B BgATd?

Gr 3
ATd3
Ry B9ATd
146
AT T d3
Vo — AT do/dTd
146
Bi—
K
Nu = @
hd
Sh=—hH
fd
t=—
s U
. —gdp/dz
Ri = 2/ 7~
T p(dU)dz)?

Nuamero de Grashof: Utilizado em problemas de convec-
¢ao livre. [ é o coeficiente de dilat¢ao térmica do fluido
B = (0p/0T),. AT é a diferenca de temperaturas vertical
imposta ao fluido, com a temperatura inferior sendo mais
alta do que a superior.

Numero de Rayleigh: Semalhante ao nimero de Grashof.
Define a estabilidade de massas submetidas a um gradiente
de temperaturas. Pode ser interpretado como taxa de
fornecimento de energia potencial ao fluido cuja densidade
¢ maior nas camadas superiores, e a taxa de dissipagao de
energia por efeitos viscosos.

Niumero de Marangoni: Utilizado em problemas de
convecgao livre com efeitos de tensao supeficial. ¢ é a tensao
superficial do fluido.

Numero de Biot: Utilizado em problemas de condugao de
calor em solidos com convecgao na superficie do sélido. Mede
a relacao entre a resisténcia térmica de conducao de calor
dentro do corpo e a resisténcia térmica de conveccao. k € a
condutividade térmica do soélido.

Niamero de Nusselt: Utilizado em problemas de trans-
feréncia de calor por convecgao: representa a relacao
entre as taxas de transferéncia de calor por convecao e a
que se obteria por conducao com um gradiente de tempe-
ratura dado por AT'/d. k é a condutividade térmica do fluido.

Numero de Sherwood: Utilizado em problemas de trans-
feréncia de massa. E semelhante ao numero de Nusselt. h,, é
o coeficiente de transferéncia de massa por convecgao e D, o
coeficiente de difusao da espécie quimica.

Ntmero de Strouhal: ¢ importante em problemas de
aerodindmica envolvendo vibragoes ou formacao periodica de
vortices.

Numero de Richardson: Utilizado em problemas de
estabilidade em meteorologia e oceanografia. Numeros de
Richardson negativos indicam a existéncia de massas de
fluido mais densas nas camadas superiores, que tendem a
instabilizar o meio.
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Niumero de Knudsen: Utilizado em escoamentos de gases rarefei-
tos. d é a dimensao caracteristica do problema e A, o livre caminho
médio das moléculas do gés.

Numero de Eckert: Este niimero relaciona aquecimento devido
& compressao, com aquecimento por transferéncia de calor. Pode
também ser utilizado em problemas envolvendo o escoamento de
fluidos incompressiveis.

Numero de Bond: Utilizado em problemas de conveccao livre com
interface entre dois fluidos. o é a tensao superficial do fluido.

Numero de Cauchy: E semelhante ao ntimero de Mach. E é o
modulo de elasticidade do meio.

Nuamero de Euler: E um coeficiente de pressao.

Ntmero de Weber: E um parametro importante nos problemas
que envolvem tensao superficial (o é a tensao superficial).

Coeficiente de perda de carga em tubos: Utilizado no célculo de
tubulacoes. AH é a perda de carga e L, o comprimento da tubulacao.

Coeficiente de sustentacao: Utilizado em aerodinamica; L é a
forca de sustentacao de um aerofélio e A, sua superficie em planta.

Coeficiente de arraste: Utilizado em aerodindmica; D é a forca de
resisténcia ao avanco de um corpo que se move com velocidade U em
um fluido e A, sua area frontal.

Coeficiente de pressao: Utilizado em aerodinidmica; p,, é a pressao
longe do corpo.

Coeficiente de cavitacao: Utilizado na engenharia de méaquinas
hidraulicas; p, €é a pressao parcial de vapor do fluido.

A.6 Problemas

1. A velocidade média de um fluido que escoa em um tubo de diametro d é funcao do
gradiente de pressdao, dp/dz e da viscosidade dindmica p do fluido. Encontre uma
expressao para a velocidade média em um tubo liso, usando so principios da analise

dimensional.

2. Obtenha uma expressao para o torque 7" necessario para girar um disco de didametro d
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a uma velocidade angular €2, imerso em um fluido de massa espcifica p, que se encontra
a uma distancia ¢ de uma parede. Encontre também uma expressao para a a exigéncia
de poténcia para girar o disco.

. A velocidade de propagacao de ondas de superficie de pequena amplitude numa regiao
de profundidade uniforme é dada por:

2o gA 2mh
= &=+ 2= ) tanh ——
c ( ) + 27) an \

onde h é a profundidade do liquido em repouso, A, o comprimento de onda da pertur-
bacao que se propaga e o, a tensao superficial. Usando L e V{j como um comprimento
e uma velocidade caracteristicos, obtenha os grupos adimensionais que caracterizam
a equagao e determine as condicoes para existéncia de semelhanca.

. Pretende-se estudar experimentalmente o arraste de um submarino (d = 3,0m,
U =5,0m/s) que opera a grande profundidade. Dispde-se de um tunel de agua,
com velocidade até 20 m/s, que pode receber modélos até 0,6 m de didmetro e um tu-
nel aerodindmico atmosférico, com velocidade até 150 m /s e que pode receber modelos
até 0,40 m de diametro.

(a) Havera possibilidade de se conseguir semelhanga nos ensaios?

(b) Qual seria sua escolha de tunel? Justificar as razoes da escolha.
Dados: v = 1,0 x 107%m?/s (agua) e v = 1,5 x 107°m?/s (ar).

. Mosrtar que o periodo de oscilacao de todo modo natural de oscilacao de um liquido
sem viscosidade em um tubo em U com a superficie superior aberta para a atmosfera
¢é diretamente proporcional ao diametro do tubo.

. Mostrar que a frequéncia de todos os modos de vibragao de uma gota de liquido sob
acao da tensao superficial é proporcional & raiz quadrada da tensao superficial, inver-
samente proporcional & raiz quadrada da massa especifica e inversamente proporcional
a poténcia 3/2 do diametro.

. A frequéncia de vibragao de uma corda sob agao do vento é de 512 Hz, sob certa
velocidade do vento. Qual serd a frequéncia se o o didmetro da corda for duplicado
e a velocidade do vento, reduzida & metade? (O didmetro é a tnica caracteristica da
corda que intervem na frequéncia de vibragao)

. A altura h de uma maré, devida a um vento permanente que sopra sobre a superficie de
um lago depende da profundidade D, do comprimento L do lago, do peso especifico da
agua e da forga tangencial 7 por unidade de érea que o vento exerce sobre a superficie
do lago. Qual é a forma mais geral da equagao que descreve a altura h da maré?

. A velocidade do som em um géas depende da pressao e da densidade p do gas. Mosrtar,
através de analise dimensional, que a velocidade do som é proporcional a raix quadrada
da relagao entre a pressao e densidade do gas.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

A velocidade de um gés saindo de um reservatorio depende da pressao ambiente pq,
da pressao py e da densidade py do gas no reservatorio. Para valores especificados de
Po € p1, a velocidade de do ar saindo de um reservatorio é de 100m/s. Qual serd a
velocidade de saida do reservatorio nas mesmas condigoes de pressao se o gas for o
hidrogénio? (A relac@o ente as densidades do ar e do hdrogénio ¢ 14,4).

Mostrar que a velocidade de deslocamento de uma estrutura de ondas de pequena
altura em aguas profundas é proporcional & raiz quadrada do comprimento de onda
da estrutura. Desprezar efeitos viscosos e de tensao superficial.

O rendimento de uma transmissao por engrenagens depende dos didmetros D e d das
engrenagens, da viscosidade dindmica p do lubrificante, da velocidade angular N da
arvore de transmissao e do carregamentoF por unidade de largura dos dentes das
engrenagens. Fazer a analise dimensional do problema.

A queda de pressao Ap em um registro, em uma curva, em um orificio, ou em qualquer
acidente de uma tubulagao depende da forma do acidente, do diAmetro D da tubulagao
da velocidade V' do escoamento, da densidade p e da viscosidade dinamica p do liquido.
Obter a expressao mais geral para Ap. Obter uma forma particular, admitindo que a
viscosidade tenha um efeito desprezivel.

Em casos excepcionais, a matriz dimensional de

um problema tem posto inferior ao nimero de P Q S T

linhas. A matriz é dita como sendo singular. Um
L i . ) M 2 1 3 4

exemplo de matriz dimensional singular ¢ dado
o L -1 6 -3 0

ao lado. Apenas duas colunas sao linearmente
T 1 20 -3 8

independentes, o que implica em que todos os de-
terminantes de terceira ordem da matriz sao iguais
a zero. Verificar essa propriedade, mostrar que as séries completas de produtos adi-
mensionais contém dois produtos e que uma possivel série é dada pelos produtos:

O PR71/3571/4 Ty, = QR2577/4

ou:
T o= P12R—4S—3 Ty = Q4R8S_7
Determinar uma série completa de produtos adimensionais de um problema em que

os expoentes das varidaveis que intervém na lei que rege o comportamento do sistema
obedecem aos sistemas de equacoes algébrica lienares abaixo:

M r+2s—t+3u—3v = 0
L: 2p+6g—3r+t+v = 0
T: q—1r—955—2t+2u+v = 0
Q : p+2¢q—u—4v = 0
p
3 1.0 2 —1 -1 q 0
0o 211 0 1 r - 0
3 313 -1 0 s N 0
0 -4 22 0 2 t 0
u
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16. Determinar o posto das matrizes dimensionais abaixo e o niimero de produtos de uma
série completa. Calcular os produtos. Eliminar os expoentes fracionarios.

A B C D E F G H A B C D
M 1 1 0 -2 0 1 -1 2 M -7 -2 -3 14
L 2 2 0 1 4 -2 3 5 L 2 4 3 1
T 3 2 0 -1 4 3 1 4 T -1 2 -3 4
A B C D E F A B C D
M 1 1 -1 0 0 -2 Mo1-l2 0
L -3 0 1 -2

L 3 2 1 -1 4 0

T -1 2 2 0 3 1 r-1--25 -2

R 0 4 -1 1 2

17. Influéncia da temperatura sobre a viscosidade de um gas[18]: em muitas
aplicagoes da teoria cinética dos gases nao ¢ necessario levar em conta a estrutura das
moléculas que formam o gas. Quando as moléculas se aproximam suficientemente,
surge o efeito de repulsao, caracterizado por uma forca de curta distancia, propor-
cional ao inverso da distancia entre o centro das moléculas, elevada a um expoente
n, normalmente maior do que 5 (F = Kz™™). K é um coeficiente carcteristico das
moléculas.

Lord Rayleigh admitiu a viscosidade dos gases como independente da densidade e es-
tudou a dependéncia daquela, com a temperatura. Os resultados de Lord Rayleigh
mostraram-se validos para pressoes variand de centésimos a uma atmosfera. Acima
desse valor, os efeitos de atracao inter molecular tornam-se mais importantes e in-
validam as hipotese de Lord Rayleigh. Se a viscosidade de um gés nao depender da
densidade de um gés, nao depende dos caracteristicas que definem a densidade, que sao
o niamero de moléculas por unidade de volume e o livre caminho médio das mesmas.
A viscosidade pode ser determinada em funcao da massa m de uma molécula, da ve-
locidade média V' de uma molécula e do coeficiente de repulsao K. O comportamento
do gas obedece auma lei da forma:

o (u, K,m,V)=0.

Mostrar que a série completa de produtos adimensionais se compoe de um tnico termo
da forma:

P — IuKQ/(nfl)mf(nJrl)/(nfl)V*(n+3)/(n71).

Mostrar que a viscosidade depende da temperatura segundo a lei:
o= ﬁml/QKQ/(n—l)es’

onde 0 é a temperatura do gés, J é uma constante e

1 2

2+n+1'
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18.

19.

20.

21.

Levar em consideracao que a energia cinética de uma molécula, mV?2/2 é proporcional
a temperatura 6. Mostrar que viscosidade aumenta com a temperatura e que a curva
que mosrta a dependéncia p = p(6) é uma reta quando as duas variaveis sao plotadas
em escala logaritmica.

O momento de arfagem maximo que se exerce sobre um hidroaviao no momento de
pouso na agua é funcao das seguintes variaveis:

Angulo «, da trajetéria de voo com a horizontal;
Angulo 8, do avido com relacdo a direcdo horizontal;
Velocidade de amerissagem V';

Massa m do hidroaviao;

Dimensao caracteristica da fuselagem do hidroaviao;

)
)
)
)
e) Raio de giragao R do hidoravidao em relagao ao eixo de arfagem;
)
) Densidade da agua;
)

Aceleracao da gravidade.

Fazer a analise dimensional do problema com o objetivo de representar graficamente
os resultados dos ensaios de amerissagem.

Obs: Arfagem é o movimento de giro em torno do eixo transversal, em que o hidroa-
viao se inclina para a frente, ou para tras.

Supondo que a vazao volumétrica Q(m?/s) sobre a soleira de um vertedor retangular
seja independente da viscosidade da dgua e proporcional a largura do vertedor, mostrar
que @ é proporcional & espessura da lamina d’agua sobre a soleira elevada a 3/2.

Mostrar que a vazao volumétrica Q(m?/s) sobre a soleira de um vertedor triangular ¢
proporcional & poténcia 5/2 da espessura da lamina d’agua, acima do vértice inferior
do vertedor. Supor que a vazao é independente da viscosidade da agua.

Um termistor ¢ um condutor elétrico cuja resisténcia R decresce rapidamene com a
temperaura, segundo a lei:

R = Ryexp(6/0),

onde Ry e (3 sao constantes e 6, a temperatura do termistor. A queda de tensao no
termistor segue a lei de Ohm, na forma V' = RI. Nao obstante, a resiténcia depende
da diferenca de temperturas Af que se estabelece no equilibrio, entre o termistor e
o meio ambiente. O calor transmitido para o ambiente (Watts) é dado por @ =
h A6, com o coeficiente de transmissao de calor por conveccao praticamente constante
quando a temperatura do termistor nao é muito elevada. Nessas condi¢oes a queda
de potencial V', através do termistor é determinada pela corrente I, pelas consatantes
Ry e (3, pela temperatura ambiente 6, e pelo coeficiente de transmissao de calor por
convecgao h, isso é:

V = f(Ia007R07ﬁ7h)'
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Mostrar que a lei que descreve a queda de tensao no termistor pode ser escrita sob a
forma[18, 4]:

Vo _ (L [5R 8
HO_fGO h’' B
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