
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

“A mente que se abre a uma nova ideia 

jamais voltará ao seu tamanho original”  

Albert Einstein 
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Atuante 

Controlador 
(computador) 

- 

Atuador 
(amplificador) 

Processo 
ou Planta 

Realimentação 
(sensor, medidor 

ou transdutor) 
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Saída 

+ 
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Quadro Resumo das Variáveis “através” e “sobre” componentes dos sistemas 
 

Componente Variável “através” Variável “sobre” 

Elétrico Corrente i(t) Diferença de tensão v(t) 

Mecânico em Translação Força f(t) Diferença de velocidade vel(t) 

Mecânico em Rotação Torque (t) Diferença de vel. angular (t) 

Fluido Vazão Volumétrica q(t) Diferença de pressão p(t) 

Térmico Fluxo Térmico (t) Diferença de temperatura (t) 

 
 
 

Equações Diferenciais de Elementos Ideais 
 

Com dissipassão de energia 
Com armazenamento de energia 

Indutivo Capacitivo 

Resistência Elétrica R 

i(t) = 

v(t)

R
 

Indutância Elétrica L 

v(t) = L
d i(t)

dt
 

Capacitância Elétrica C 

i(t) = C
d v(t)

dt
 

Atrito ou amortecimento bt 
(translação) 

f(t) = bt vel(t) 

Mola de Translação kt 

vel(t) =
1

kt

 
d f(t)

dt
 

Massa em Translação M 

f(t) = M
d vel(t)

dt
 

Atrito ou amortecimento br 
(rotação) 

𝛕(t) = br (t) 

Mola de Rotação kr 

(t) =
1

kr

 
d 𝛕(t)

dt
 

Massa em Rotação J 

𝛕(t) = J
d (t)

dt
 

Resistência Fluida Rf 

q(t)=
p(t)

Rf

 

Inércia Fluida I 

p(t) = I
d q(t)

dt
 

Capacitância Fluida Cf 

q(t) = Cf

d p(t)

dt
 

Resistência Térmica R 

(t)=
(t)

Rθ

 

Não há  
elemento  
análogo 

Capacitância Térmica C 

(t)= Cθ

d (t)

dt
 

 
 

Obs.: J  momento de inércia  e  b  atrito viscoso 
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Um sistema linear y(t) = g (x(t)) satisfaz as propriedades: 

(1) Superposição   g ( x1 + x2 ) = g ( x1 ) + g ( x2 ) 

(2) Homogeneidade   y1 = g ( x1 )     y1 = g (  x1 ) 
 

Exemplos: y = x
2
  ; y = m x + b  (Obs.: x + x  y + y) 

 

Sistema Linear  eq. diferencial é linear se os coeficientes são 
constantes ou são funções da variável independente (em geral t): 

 Coeficientes ai e bi c
tes

 sist. lineares invariantes no tempo (LIT) 

 Coeficientes ai e bi são f(t)  sist. lineares variáveis no tempo 
 

ub
dt

du
b

dt

ud
b

dt

ud
bya

dt

dy
a

dt

yd
a

dt

yd
m1m1-m

1-m

1m

m

0n1n1-n

1-n

1n

n

  

 

 

Além disso, somente estão presentes termos de 1
o
 grau da 

entrada u, da saída y e de suas derivadas. 
 
Sist. dinâmicos com componentes lineares de parâmetros 
concentrados (não existem derivadas parciais de qualquer variável) 
e invariantes no tempo podem ser descritos por equações 
diferenciais lineares ordinárias invariantes no tempo: 

 Sistemas L IT  aplicar transformada de Laplace 
 

Exemplos de equações diferenciais não-lineares: 

tωsenAy
dt

dy

dt

yd
2

2

2









  

0y
dt

dy
1)(y

dt

yd 2
2

2

  

0yy
dt

dy

dt

yd 3
2

2

  

 

Exemplos de não-linearidades: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Zona Morta ou Banda Morta: 
 Servomecanismos acionados 

por relés onde a saída é nula 
para pequenas variações na 
entrada (razão: atrito estático) 

x 

y 

+h 

-h 
x 

y 

Valor Absoluto y = x : 
 Retificadores 
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 expansão em Série de Taylor: 
 









 !2

)x(x

dx

gd

!1

)x(x

dx

dg
)g(xg(x)y

2
0

xx
2

2
0

xx
0

0
0

 

 

Aproximando em torno do ponto de operação x0 com a inclinação 
de dg/dx: 

)x(xmy)x(x
dx

dg
)g(xg(x)y 000

xx
0

0




    ou 

 

( y - y0 ) = m ( x - x0 )    y = m x 
 

 
 
 

 

Saturação: 
 Limitação física da capacidade 

dos equipamentos ou 
componentes (amplificadores, 
geradores, motores etc). 

x 

y 

Histerese: 
 Folgas mecânicas e histerese 

magnética. 

x 

ymáx 

ymín 

y = a x 
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Exemplo: Modelo do oscilador tipo pêndulo 
 

 
 

)θ(θ
θ

θsen
LgMTT 0

θθ
0

0









  T = MgL(cos 0) ( - 0) = MgL 

 

Conclusão: para uma oscilação de  30, o modelo linear tem uma 

resposta  não-linear (erro de 2 %). 
 
 

L
 

Equações Diferenciais de Sistemas LIT        Equações Algébricas 

(vide tabelas de Transformada de Laplace  pares e propriedades) 
 

Observações: 

a) L-1
      expansão em frações parciais (Vide Anexos) 

b) A variável complexa s =   j  pode ser considerada pelo operador 

diferencial  
dt

d_
s     e   




t

0

dt_
s

1
 

c) Convolução: y(t) =  x() g(t-) d =   g() x(t-) d     Y(s) = G(s) X(s) 
 
 

 

 

y + 2 y + 5 y = 3 u   ;   y(0) = 0   ; y(0) = 0   (CIs = 0)   e   u = 1 
 

L [ y ] = s
2
 Y(s) – s y(0) – y(0) = s

2
 Y(s) 

 

L [ y ] = s Y(s) – y(0) = s Y(s) 

 

L  (s
2
 + 2 s + 5) Y(s) = 3/s      Y(s) = 3 / [s (s

2
 + 2 s + 5)] 

 

Torque aplicado à 
massa: 

T = M g L sen  
 
No equilíbrio: 

0 = 0   e   T0 = 0 

 
t 

0 
 

t 

0 

L 

L 
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Expandindo: 
2222 21)(s

1s

5

3

21)(s

2

10

3

s

1

5

3
Y(s)







  

 

Da tabela L-1
    y(t) = 3/5 – (3/10) e

-
 

t
 sen 2 t – (3/5) e

-
 

t
 cos 2 t 

(expressão analítica) 
 

 (Vide Anexos) 
 
 
 
 
 
 

Seja o sistema LIT definido por: 
 

ubub...ububyaya...yaya m1m

1)(m

1

(m)

0n1n

1)(n

1

(n)

0 










 
 

Obs.: Os sistemas físicos reais são não-lineares e causais (m ≤ n). 
 

)p(s)p(s

)z(s)zK(s

asasasa

bsbsbsb

U(s)

Y(s)
G(s)

n1

m1

n1n
1n

1
n

0

m1m
1m

1
m

0
























 

 
 
 

Exemplo: Sistema massa-mola-amortecedor 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Da 2ª Lei de Newton: F = M a    u(t)y(t)k
dt

dy(t)
b

dt

y(t)d
M

2

2

  

 

L      M [s
2 
Y(s) – s y(0) – y(0)] + b [s Y(s) – y(0)] + k Y(s) = U(s) 

 
Para  y(0) = y(0) = 0 (CIs = 0)  e   u(t) = k x “impulso” unitário,  temos: 
 
 

ksbsM

1

U(s)

Y(s)
G(s)

2 
         

k/Ms(b/M)s

k/M
Y(s)

2 
  

L [saída] 

L [entrada] CIs = 0 

Y(s) 

CIs = 0 
U(s) 

G(s) = = 

 zeros 

 polos 

Polinômio ou equação característica 

(Princípio Fundamental da Dinâmica) 

y(t)   deslocamento força 
u(t) 

 

Massa 

M 

k   constante da mola 
constante do atrito 

viscoso  b 

k 



ASF – Função de Transferência 

 8 

polos    
2M

4kMbb
s

2

1,2


  

 

 Se b=0 (sem atrito)     
 

Definindo: n  frequência natural de oscilação  e 
 

   coeficiente de amortecimento onde  = b / (2 kM ) 
 

 Se b  2 kM    2 polos reais e diferentes ( > 1)  
resposta sem oscilação (sistema sobreamortecido) 

 

 Se b = 2 kM    2 polos reais e idênticos ( = 1)   
resposta “limite” sem oscilação (amortecimento crítico) 

 

 Se 0 < b < 2 kM    1 par de polos complexos (0 <  < 1)   
resposta oscilatória porém amortecida (sistema subamortecido) 

 
Generalizando um sistema de 2ª ordem: 

2
nn

2

2
n

s2s
Y(s)

ωζω

ω


  , com polos   1s 2

nn1,2  ζωωζ  

 

Plano s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Análise do deslocamento y(t) (resposta ou saída) da massa M = 1 kg 
para uma entrada u(t)= 4 N na forma de “impulso”, considerando a 
força da mola k = 4 N/m e o atrito b variando em 3 situações: 
 

a) Sistema subamortecido (0 <  < 1): b < 2kM    b = 0,8 N.s/m 
 

22222 1,960,4)(s

1,96

1,96

4

1,960,4)(s

4

1,96)j0,41,96)(sj0,4(s

4

4s0,8s

4
Y(s)













 

    t1,96sene2,04y(t) t0,4  ;   onde: n = 2 rad/s  e   = 0,2 
 
 

 

j   = 0 

n=cte.  = 1 

0 <  < 1 

 > 1 

 < 0 
Instabilidade 
(semiplano direito) 

n1,2 j
M

k
js ω

 

j 

+j n1 - 2 = j d 

- j n1 - 2 

-  n 

s1 

s2 

n 
 = cos  

L 
-1
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-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Impulse Response

Time (seconds)

A
m

p
lit

u
d
e

 

b) Sistema criticamente amortecido ( = 1): b = 2kM    b = 4 N.s/m 
 

22 2)(s

4

4s4s

4
Y(s)





         t2et4y(t)   

 

c) Sistema sobreamortecido ( > 1): b > 2kM    b = 8 N.s/m  ( = 2) 
 

7,464)0,536)(s(s

4

4s8s

4
Y(s)

2 



     )e(e0,577y(t) 7,464tt0,536    

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Padrões de resposta ao impulso unitário para algumas localizações 

dos polos no plano “s =   j ”: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 5.17 Dorf 11
a
 Ed. 

Neutro 
(Marginalmente Estável) 

Estabilidade Instabilidade 

(a) 

(b) 

(c) 

Envoltória de (a) 
2,04 e

-0,4 t
 

y(t) 

(a)Matlab: impulse(4,[1 0.8 4]) 

L 
-1
 

L 
-1
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   Malha Aberta x Malha Fechada (Realimentação) 
 

Exemplo de Transformação (e Redução) em Diagramas de Blocos: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sistema de Nível de Líquido com Interação 
 

Onde: Q(m
3
/s) e H(m)  vazão e altura em regime estacionário 

   (h1-h2) / R1 = q1  C1 (dh1/dt) = q - q1     C=V/h  e  R=h/q 

    h2 / R2 = q2  C2 (dh2/dt) = q1 – q2  

q e h  pequenas variações 

G(s) 
Entrada  U(s) 
 

Causa     R(s) 

Saída  Y(s)=G(s) U(s) 
 

Efeito  C(s) 
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Outro exemplo: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exemplo do projeto de um filtro “passa-baixas”: 
 Projetar um filtro de 1

a
 ordem para atenuar sinais com frequências 

maiores que 106,1 Hz e com ganho estático (ou DC) de ½. 
 
 
 
 
 
 
 

I1 = (V1 – V2) / R  (1) 
I2 = (V2 – V3) / R  (2) 
V2 = (I1 – I2) R  (3) Subst. (1) e (2) em (3): V2=(V1+V3)/3 (5) 
V3 = (1/Cs) I2  (4) Subst. (2) em (4): RCV3s = V1- 2 V2   (6) 

Substituindo (5) em (6): 
2/3RC)s

1/3RC

23RCs

1

V

V

1

3

(



  

Ganho Estático (s0)  V3/V1 = 1/2 

Atenuar freq. > 106,1 Hz   = 2f = 23,14106,1 = 666,65 rad/s    
 

Polo s = -(2/3RC) = - 666,65   RC = 0,001 

Escolhendo R = 1 k e C = 1 F    
666,7s

333,35

V

V

1

3


  

 

G1 
R(s) 

+ 
- 

G2 + 
- 

+ 
+ 

G3 G4 

H2 

H1 

H3 

C(s) 

Sinais de  

Entrada V1(s) 

Obs.: C  elemento que armazena energia 

R 

R R 

V3(s)  Saída 

V2(s) 

I2(s) I1(s) 
+ + 

- - 

C 
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Obs.: CIs Nulas 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vo(s)

Vi(s)
= 

1

RCs+1
 

 

 

 

Generalizando para todos os sistemas de 1
a
 ordem: 

 
 
 
 

 
 
 

1 

T s + 1 

C(s) R(s) 

O fechamento da chave S 
simula a aplicação de um 

degrau 
vi(t) vo(t) 

C 

R S 

i(t) 

+ 

- 

R(s) C(s) 1 
T s 

E(s) 
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Observação: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Resposta ao impulso unitário R(s) = 1      c(t) =      e 

– t
 

/
 

T 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Resposta a degrau unitário R(s) = 1 / s        c(t) = 1 – e 

– t
 

/
 

T 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

RC = T  Constante de Tempo 

Cte.Tempo = 1 /Re Polo 

1 

T 

(t  0) 

t 

c(t) 
1/T 

T 2T 3T 4T 5T 0 

 [s
-1

] 

1 

T 

j [rad/s] Plano s 

(polo) 

Erro de Regime Permanente 

0,632 

t 

c(t) 
r(t) 

1 

T 2T 3T 4T 5T 

99,3% 98,2% 
95% 

86,5% 

0 

ess = e() = 0 

Inclinação = 1/T (t  0) 
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Resposta à rampa unitária R(s)=1/s
2
     c(t) = t – T + T e 

–
 

t
 

/
 

T 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Polos  s(1 e 2)=  (R/2L)   (R
2
/4L

2
) – (1/LC) 

 

Se R=0  s(1 e 2)= j 1/LC=  j n  freq. natural de oscilação 
 
Se R > 0: 

 = (R/2L) / (1/LC)  coeficiente de amortecimento 
 
 

Vo(s)                   1/LC 

Vi (s)      s
2
 + (R/L) s + (1/LC) 

= 

c(t) 

r(t) 

t 

T 2T 3T 4T 5T 

T 

3T 

5T 

2T 

4T 

ess = e() = T 

(t  0) 

C 

S 

i(t) 
Vi(t) 

+ 

- 

L R 

Vo(t) 

Erro de Regime Permanente 
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Generalizando para todos os sistemas de 2
a
 ordem: 

 
 
 
 
 
 
 
 

Para um sistema com 0 <  < 1 (subamortecido): 

 

    s(1 e 2) = -  n  j n  1 - 
2
  = -   j d 

 
onde:   =  n = T

-1
    atenuação  e 

     d = n 1 - 
2
    frequência natural amortecida 

 

Resposta a degrau unitário R(s) = 1 / s  para 0 <  < 1: 
 

𝐜(𝐭) = 𝟏 − 𝐞 

−𝐧𝐭  

(

 𝐜𝐨𝐬 𝐝𝐭 +  


√𝟏− 
𝟐

 𝐬𝐞𝐧 𝐝𝐭

)

  

ou 

𝐜(𝐭) = 𝟏 − 
𝐞 

−𝐧𝐭

√𝟏 − 
𝟐

 𝐬𝐞𝐧

(

 
 𝐝𝐭 +  𝐭𝐚𝐠

−𝟏
√𝟏 − 

𝟐


 

)

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Polos  s(1 e 2) = -  n  n  
2

 - 1 
 

C(s) R(s) n
2 

 

s2 + 2  n s + n
2 

(t  0) 

 

 

r(t) 
 = 0,6 

 

 = 0 

 = 2 

sobreamortecido 

subamortecidos 

n t 

c(t) 

 = 0,2 
 

R(s) C(s) n
2 

 

s (s + 2  n) 

E(s) 

+ 
- 
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tp =  / d 

G(s)H(s)1

R(s)s
limE(s)slime(t)lime 0s0stss


 

ts = 3/n = 3T (erro =  5%) 
ou 

ts = 4/n = 4T  (erro =  2%) 

 [s
-1

] 

-  

j  [rad/s] Plano s =   j  

j d 

n=1/T 

n n1 - 
2
  

 = cos  

0 

c(t) 

t 

Ultrapassagem ou 

Sobressinal máximo  Mp 

tpico 

tr tempo de subida 
ts  tempo de acomodação 

0,5 
td   tempo de atraso 

 0,02 ou 0,05 

1,0 

ess  erro de  

regime permanente 

   %100epM%100
)c(

)c()pc(t

pM
2
ζ1/ζπ









          -  

           d 
tr = 
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 Melhor que Diagrama de Blocos para sistemas mais complexos 
 Possui uma Fórmula de Ganho de Mason 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Percurso ou Caminho (P)  um ramo ou uma sequência contínua de 
ramos entre dois sinais (nós) 

Laços (L) Disjuntos  não possue(m) nó(s) comum(ns) 
 
 

A dependência linear Tij entre a variável independente xi (entrada) e 

uma variável de saída xj (saída) é dada pela fórmula de Mason: 
 

Δ

ΔP
T

ijkijkk

ij


  , onde: 

 

P ijk = k-ésimo percurso ou caminho entre a variável x i e a variável x j 

 ijk = cofator do percurso P ijk 

  =  determinante do diagrama 
 

 = 1 - a La + b,c Lb Lc - d,e,f Ld Le Lf + ... 
 

a La  =  soma de todos os ganhos de laços diferentes 

b,c Lb Lc = soma dos produtos de ganhos de todas as combinações 

possíveis de laços disjuntos 2 a 2 

d,e,f Ld Le Lf = soma dos produtos de ganhos de todas as 

combinações possíveis de laços disjuntos 3 a 3  etc 
 

 k = é o determinante do k-ésimo percurso, removendo-se todos os 

laços que tocam este percurso (ou caminho) 
 

G1(s) 
R(s) 

+ G2(s) + 
+ 

H(s) 

C(s) 

N(s) 

E(s) G1(s) G2(s) 1 

N(s) 

C(s) R(s) E(s) 

- H(s) 

1 

nó 
ganho do ramo 

laço 
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Exemplo 1: 
 
 
 
 
 
 
 

3 Percursos ou Caminhos: 
P1 = G1 G2 G3 G4 G5 G6 
P2 = G1 G2 G7 G6 
P3 = G1 G2 G3 G4 G8 

 
8 Laços: 

L1 =- G1 G2 G3 G4 G5 G6 H1  L2 = - G2 G3 G4 G5 H2 
L3 = - G5 G6 H3    L4 = - G4 H4   (1) 
L5 = - G2 G7 H2   (1)(2)   L6 = - G8 H3   (2) 
L7 = - G1 G2 G7 G6 H1   (1)  L8 = - G1 G2 G3 G4 G8 H1 

 

Laços disjuntos: (1) L4 não toca L5 e L7 (2) L5 não toca L6 

Determinante: 
 = 1 – (L1 + L2 + L3 + L4 + L5 + L6 + L7 + L8) + (L4 L5 + L4 L7 + L5 L6) 

 

Cofatores: 
1 = 3 = 1  2 = 1- L4 = 1 + G4 H4 

 

Função de Transferência T(s): 

Δ

PΔPP

R(s)

Y(s)
T(s) 3221 

  

 
Exemplo 2: 

a11 x1 + a12 x2 + r1 = x1 
a21 x1 + a22 x2 + r2 = x2 

 
4 Percursos: 

P1 = 1    (r1  x1) 

P2 = a21 (r1  x2) 

P3 = 1    (r2  x2) 

P4 = a12 (r2  x1) 
3 Laços: 

L1 = a11 
L2 = a22 
L3 = a12 a21 (toca os outros dois laços) 

 

 = 1 – (L1 + L2 + L3) + (L1 L2) = 1 - a11 - a22 - a12 a21 + a11 a22 

laços que não se tocam 

1 r1 

1 r2 

x1 

x2 

a11 

a12 a21 

a22 

variáveis 
de entrada 

variáveis 
de saída 

1 R(s) G1 G2 G3 G4 G5 G6 Y(s) 

G7 

-H2 

-H1 

-H4 
-H3 

G8 
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Para a variável de saída x1 : P1  1 = 1   (1 - a22) = 1 - a22 

   P4  4 = a12  1 = a12 ,    logo: 
 

2
12

1
22

1 r
Δ

a
r

Δ

a1
x 


  

Como a variável de saída x2 é simétrica a x1, temos: 

1
21

2
11

2 r
Δ

a
r

Δ

a1
x 


  

 
Ou usando a regra de Cramer, temos: 

21122211

212122
1

aa)a(1)a(1

rar)a(1
x




  

21122211

121211
2

aa)a(1)a(1

rar)a(1
x




  

 
 
Exemplo 3: 
 
 
 
 
 
 

I1 = (V1 – V2) / R 
I2 = (V2 – V3) / R 
V2 = (I1 – I2) R 
V3 = (1/Cs) I2 

 
 
 

 

1 Percurso: 
P1 = 1 / (RCs) 

 

3 Laços (todos os laços tocam P1 e L1 e L3 não se tocam): 
L1 = -1  L2 = -1  L3 = - 1 / (RCs) 
 

31321

1

1

3

LL)LL(L-1

P

(s)V

(s)V
T(s)


  

 

2/RCs)3

1/(RCs)

(s)V

(s)V
T(s)

1

3

(
  

2/3RC)s

1/3RC

23RCs

1

V

V

1

3

(



  

Entrada  V1(s) 
R 

R R 

V3(s)  Saída 

V2(s) 

I2(s) I1(s) 
+ + 

- - 

C 

V1 
1/R 

I1 

-1/R 

1/Cs 

-R 

1/R 

I2 V2 
V3 

-1/R 

R 

1 
V1 1/R 

I1 

1/R 1/Cs 
-1 

-1 

1 

-1 

R 

1 I2 V2 V3 
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u(t) = M 1   para   e(t) > 0               Para e(t)  0  Histerese 
      ou                               ou intervalo diferencial 

u(t) = M 2   para   e(t) < 0                     ou banda morta 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Controlador: KP + (KI/s) + KDs 

      ou 
 

 

 

 

 

 

(*) Não-causal 

 
M1 

M2 

R(s) 

Controlador 

E(s) U(s) 

e(t) Sinal de entrada  r(t) 
      ou referência 

Sinal de erro atuante 

 
M1 

M2 
u(t)  ação de controle 

     (sinal de saída  
      do controlador) 

R(s) E(s) U(s) 
KI/s 

KP 

KDs 

U(s)    KDs
2
 + KPs +KI 

 E(s)     s 
= 

C(s) 
Processo Atuador 

R(s) 
Controlador 

E(s) 

B(s) 
H(s) 

GP(s) GC(s) 

Sensor, Medidor ou Transdutor 

U(s) 
A(s) 



ASF - Ações Básicas de Controle (PID/AO) 

 22 

(*) Não-causal  diferenciador  KDs / (Ts+1) ,  onde  T << KD 
 

dt

e(t)d
Kd)e(Ke(t)Ku(t) D

t

0IP    

 

Efeitos na 
resposta 

Tempo de 

Subida 

Ultrapassagem 

ou sobressinal 

Tempo de 

Acomodação 

Erro de 
reg.perm. 

KP  diminui aumenta 
pequena 
variação 

diminui 

KI  diminui aumenta aumenta elimina 

KD  
pequena 
variação 

diminui diminui 
pouco 
efeito 

 

 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exemplo 1: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vo = K (V
+
 – V

-
) 

Características: 

 K  10
5
 a 10

6
 de CC até 10 kHz 

(Para f > 1 MHz  K  1) 
 

 Zin >> 0 (Zin  )   e   Zout  0 

+ 

- 

V
+
 

V
- 

Vo 

+ 

- 
V

-
 

Vi V0 

R1 

I1 

I2 
I1 = (Vi – V

-
) / R1 

I2 = (V
-
 – V0) / R2 

Vi – V
-
       V

-
 – V0 

    R1             R2 
= 

R2 
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Como  K (0 – V
-
) = V0  e  K >> 1     V

-
 = 0 , logo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exemplo 2 (somador e multiplicador): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
eo = eb - ea          eo = -[(R/Ra)ea+(R/Rb)eb+(R/Rc)ec]  

 

 

 

Exemplo 3 (PP2.4 do Dorf 11
a
 Edição): 

Determine a função de transferência Eo(s) / Ei(s), admitindo 

o AO como sendo ideal, e obtenha eo(t) quando a entrada 

ei(t) = A t, para t  0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vide Anexos: Circuitos com Amplificadores Operacionais 
 

Vi         V0 

R1         R2 
= 

V0         R2 

Vi          R1 
= 

V0         Z2 
Vi          Z1 

= Generalizando 

Controlador tipo P 
(inversor) 

+ 

- 

ei(t) 

R1 

+ 

R2 
eo(t) 

- - 

+ 

R1 

C 

a 

b 

AmpOp 741 

R 

eb(t) 

+ 

- 

eo(t) 

- 

+ 

Rb 
ea(t) 

Ra 

Rc 
+ ec(t) 

+ 

+ 
+ 

eb(t) 

R 

R 

+ 

- 

eo(t) 

- - 

+ 

R 

+ 

ea(t) 

R 



ASF – Espaço de Estados 

 24 

 

Teoria de Controle Moderno  Controle Clássico (*) 
(*) Representação única, externa, CIs=0, monovariável (SISO) e F(s) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





















)t(x

:

)t(x

)t(x

n

2

1

x(t)
 

 
 
 

No de variáveis de estado = No de integradores (dispositivos de memória) 
 
x1(t) = f1 ( x1 , x2 , … , xn , u1 , u2 , … , um ; t ) 
x2(t) = f2 ( x1 , x2 , … , xn , u1 , u2 , … , um ; t ) 
 : 
 : 
xn(t) = fn ( x1 , x2 , … , xn , u1 , u2 , … , um ; t ) 
 

As saídas y1(t) , y2(t) , ... , yr(t) (y(t)r1) podem ser dadas por: 
 

y1(t) = g1 ( x1 , x2 , … , xn , u1 , u2 , … , um ; t ) 
y2(t) = g2 ( x1 , x2 , … , xn , u1 , u2 , … , um ; t ) 
 : 
 : 
yr(t) = gr ( x1 , x2 , … , xn , u1 , u2 , … , um ; t ) 
 
 

Linearizando as equações (1) e (2) em torno do estado de operação: 
 

x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) 
y(t) = C(t) x(t) + D(t) u(t)   , onde: 

 

A(t)  matriz de estado (n × n);  B(t)  matriz de entrada (n × m); 
 

C(t)  matriz de saída   (r × n);   D(t)  matriz de transmissão direta (r × m). 
 

Condições Iniciais  x(0) 

Vetor de Estado x(t)n1 - Menor conjunto de variáveis de estado tal 

que o conhecimento destas variáveis, em t = t0, e da entrada u(t)m1 

(t  t0) determina completamente o comportamento do sistema para 

qualquer instante t  t0 . 
Obs.: x(t) podem ser não mensuráveis e não observáveis, mas isto 

não é conveniente. Melhor usar x(t) com significado físico. 

x(t) = f ( x , u , t )   

y(t) = g ( x , u , t )   

Estado x(t) 
de Sistema 
Dinâmico 

u1(t) 
u2(t) 

um(t) 

y2(t) 

yr(t) 

y1(t) 

: 
: 

: 
: 

Variáveis de 

Saída  y(t) 

Excitação ou 

Entrada  u(t) 

Sistema 
MIMO 
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Se as funções vetoriais f e g não envolverem t explicitamente (sistema 
invariante no tempo), então se pode escrever as equações de estado e 
saída da seguinte forma: 
 

x(t) = A x(t) + B u(t) 
y(t) = C x(t) + D u(t) 

 
 

Diagrama de Blocos de sistema de controle linear e contínuo no 
tempo representado em espaço de estados: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Exemplo Massa-Mola-Amortecedor(atrito): 
 

 

m y + b y + k y = u  sistema de 2a ordem  2 integradores 
 

x1(t) = y(t) 

  2 variáveis de estado 

x2(t) = y(t) 
 

x1 = x2 

Daí, temos: 
x2 = - (k/m) x1 - (b/m) x2 + (1/m) u 
 

e    y = x1 
 

 
 

Sob a forma matricial: 
 

u

m
x

x

m

b

m

k

x

x





























































1

010

2

1

2

1
     e    










2

1
01

x

x
][y  

 
 
  

A B 
C            D = 0 

m 

k 

b 

força u(t)  entrada 

deslocamento y(t)  saída 

equilíbrio (s/ força) 

 
+ 

+ 
x(t) u(t) 

+ 
+ 

B 

A 

C 
x(t) y(t) 

D 

x(0) 
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FT  )s(G
)s(U

)s(Y
       e     EE         L 

 

s X(s) – x(0) = A X(s) + B U(s) 

Y(s)     = C X(s) + D U(s)  supondo CIs = 0    
 

s X(s) - A X(s) = B U(s)  (s I – A) X(s) = B U(s)  pré-mult. por  (s I – A)
-1

 
 

X(s) = (s I – A)
-1

 B U(s),  subst. em Y(s)  Y(s) = [C (s I – A)
-1

 B + D] U(s) 
 

Comparando com a FTG(s)=C(s I – A)
-1

B+D= 
 

Do exemplo anterior: 

0
1

010

0

0
01

1









































m/m/bm/ks

s
][)s(G      

 
















































m/sm/k

)m/b(s

m

k
s

m

b
s

][
m/)m/b(sm/k

s
][)s(G

1

011
01

1

01
01

2

1

 
 

kbsms
)s(G




2

1
      Generalizando: 

AsI

)s(Q
)s(G


  

 
 
 

Obs.: Para um sistema com múltiplas entradas e saídas: 

Y(s) / U(s) = G(s)    Matriz de Transferência (r  m) 
 

Matlab: [A,B,C,D]=tf2ss(num,den)  [num,den]=ss2tf(A,B,C,D,ui) 
ui = no da entrada quando ui >1 

x1 = y 
  

+ 
+ b/m 

1/m 
u 

+ 
- 

k/m 

x2 x2 = x1 

x(t) = A x(t) + B u(t) 

y(t) = C x(t)  + D u(t) 

 polinômio em s 

 polinômio característico 

polos  autovalores () 

C adj (s I – A) B+D det (s I – A) 

det (s I – A) 
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Um sistema dinâmico formado por um número finito de elementos 
concentrados pode ser descrito por equações diferenciais 
ordinárias em que o tempo (t) é a variável independente. 

 

Equação Diferencial de ordem n  n Equações Diferenciais de 1ª ordem 
(representação Matricial) 

 

 

 

ubyaya...yayay nn1n

2)(n

2

1)(n

1

(n)








   (1) 
 

Conhecendo )0(y);...;0(y);0(y);0(y
)1n( 

 e a entrada u(t), pode-se 

determinar completamente o comportamento futuro (t  0) da saída y(t) do 
sistema. 
 

Definindo 
1)(n

n321 yx;...;yx;yx;yx


 , pode-se 

reescrever a equação (1), como: 

;...;xx;xx;xx 433221 


 

ubxa...xaxaxax nn132n21n1nn  



    ou 
 

uBxAx 


 ou 

u

b

0

0

0

x

x

x

x

aaaa

1000

0100

0010

x

x

x

x

nn

1n

2

1

12n1nn

n

1n

2

1






















































































































































 

 

Logo, a equação da variável de saída pode ser escrita: 

 

























n

2

1

x

:

:

x

x

0...001y      ou     y = C x    e    D = 0 

X1(s) 

x1(0) 

1 

1 s
-1

 X2(s) 

y(0)/s 

X1(s) 

1 

s
-1

 

X2(s) 
Y 
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Diagrama de Blocos das Equações de Estado e Saída: 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obs.: Chamada de representação por variáveis de fase 

 

 Exemplo 
Obter uma representação no EE do sistema definido por 

y⃛ + 6 ÿ + 11 y ̇ + 6 y = 6 u  
 

Definindo   x1= y   ;   x2= ẏ   e   x3= ÿ     

21
xx   

32
xx   

u6x6x11x6x
3213
  

 

ou na notação matricial: 
 

u

6

0

0

x

x

x

6116

100

010

x

x

x

3

2

1

3

2

1



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
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
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
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

 

 

   u0

x

x

x

001y

3

2

1



















  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A 

C 

B 

D 

x1 
6 

u + x3 

-6 

+ 

-11 

-6 

1 
s 

x2 x3 1 
s 

y 

+ 

+ 
+ 

+ 

1 
s 

  

+ 

+ 

 a1  a2 an-1  an 

x1 = y xn xn-1 x2 u 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

- 

bn   
xn 
 

y 
 

y 
(n-2) 

y 
(n-1) 

y 
(n) 
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 Autovalores  da Matriz A nn são as raízes da equação (ou 

polinômio) característica:  I – A  = 0   [ det (I – A) = 0 ]   

 -1   0 

0   -1 = 0  

 6 11 +6 
 


3
 + 6 

2
 + 11  + 6 = 0  ( + 1) ( + 2) ( + 3) = 0 

 

Autovalores  de A  -1, -2 e -3   Obs.: Matlab  eig(A) 
 
 Esta representação ou realização em EE não é única. Vejamos 

outra forma a partir da expansão em frações parciais da FT: 

3)2)(s1)(s(s

6

611s6ss

6

U(s)

Y(s)
23 




      

 

3s

r

2s

r

1s

r

U(s)

Y(s) 321








      

 

U(s)
3s

3
U(s)

2s

6-
U(s)

1s

3
Y(s)








  

 

Definindo:  U(s)3(s)X(s)sXU(s)
1s

3
(s)X

111



  

   U(s)6-(s)2X(s)sXU(s)
2s

6-
(s)X

222



  

   U(s)3(s)3X(s)sXU(s)
3s

3
(s)X

333



  

 

Achando a Transformada Inversa de Laplace (L-1
): 

3uxx
11
  

6u2xx
22
  

3u3xx
33
  

321
xxxy   

Ou na forma matricial: u

3

6-

3

x

x

x

3-00

02-0

001-

x

x

x

3

2

1

3

2

1















































































 

 


















3

2

1

x

x

x

111y    

Forma Canônica 
Diagonal (*) 
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(*) Se há autovalores múltiplos, a diagonalização pode ser impossível 

 solução é a Forma Canônica de Jordan 
 
 

 

ubub...ububyaya...yayay n1n

1)(n

1

(n)

0n1n

2)(n

2

1)(n

1

(n)












 (2) 

 

O método direto anterior não serve, pois pode não fornecer uma 
solução única. É usado um método que elimina as derivadas de u na 
equação de estado: 
 

Diagrama de Blocos das Equações de Estado e Saída 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

uβxy 01    uβyx 01   

uβxx 121 


  uβuβyuβxx 10112 


 

3 

u 

+ 

-1 

+ 

1 
s 

x1 

-6 
+ 

-2 

+ 

1 
s 

x2 

3 
+ 

-3 

+ 

1 
s 

x3 

+ 

+ 

+ 

y 

  

a1 an 

y xn x2 u 

+ + 

+ 

- 

n-1 

+ 

+ 

+ 
+ 

+ 

+ 
n 

x1 

1 0 

+ 

+     
xn 
 

x1 
 

xn-1 

an-1 
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uβxx 232 


  uβuβuβyuβxx 210223 


 

 :  

uβxx 1n-n1n- 


     

uβuβ...uβuβyuβxx 1-n2-n

2)(n

1

1)(n

0

1)(n

1-n1-nn 


 

 

Onde ’s são determinados através de: 

0 = b0 

1 = b1 – a10 

2 = b2 – a11 – a20 

3 = b3 – a12 – a21 – a30 
 : 
 : 

n = bn – a1n-1 – a2n-2 – ... – an0 
 

Com esta escolha, que não é única, garante-se a existência e a 
unicidade da solução de estado: 

uβxx 121 


 ; uβxx 232 


 ; uβxx 343 


 ... 

 

uβxx 1nn1-n 



  

uβxaxaxax nn121n1nn  



  
 

Ou na forma matricial: 

u

x

x

x

x

a...aaa

1000

0100

0010

x

x

x

x

n

1-n

2

1

n

1n

2

1

12n1nn

n

1n

2

1






















































































































































 

 

E a saída é escrita: 

  uβ

x

:

:

x

x

0...001y 0

n

2

1

























  
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Neste caso, a representação por função de transferência é (ss2tf): 
 

n1n

2n

2

1n

1

n

n1n

2n

2

1n

1

n

0

asasasas

bsbsbsbsb

U(s)

Y(s)

















 

 

Exemplo 

Obter uma representação no EE para o sistema: 
 
 
 
 
 
 
 

640s192s18s

4)(s160

GH1

G

U(s)

Y(s)
23 





  

 

A equação diferencial corresponde é: 
 

u640u160y640y192y18y 


 

 

Onde: a3 = 640  ;  a2 = 192  ; a1 = 18 
  b3 = 640  ;  b2 = 160  ; b1 = b0 = 0 
  0bβ 00   

  0βabβ 0111   

  160βaβabβ 021122   

  2240βaβaβabβ 03122133   

 

Então a equação de estado do sistema é: 
 

u

2240

160

0

x

x

x

18192640

100

010

x

x

x

3

2

1

3

2

1



















































































 

E a equação de saída é:  



















3

2

1

x

x

x

0]0[1y  

 

Obs.: Se b0 = 0 = 0    D = 0 (n
o
 polos > n

o
 zeros) 

4 (s + 4) 
s + 16 

40 
s (s + 2) + 

- 

U(s) Y(s) 
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K = 2 

zeros  -1 e -3 

polos  -0,4859; -2,4280 e -5,0861 
 

321-

32-1

23

2

6s16s8s1

6s8s2s

616s8ss

68s2s

U(s)

Y(s)













  

 

 
 
 
 
 
 

u

1

0

0

x

x

x

8166

100

010

x

x

x

3

2

1

3

2

1

















































































 

 


















3

2

1

x

x

x

286y  

 

Obs.: Usa a ação à frente das variáveis de fase x1, x2 e x3 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

u

6

8

2

x

x

x

006

1016

018

x

x

x

3

2

1

3

2

1

















































































 

 


















3

2

1

x

x

x

001y  

 

Obs.: Usa a ação à frente da variável de entrada u 

2 (s + 1) (s + 3) 
s (s + 2) (s + 4) 

+ 
- 

U(s) Y(s) 

s-1 

-16 

6 U(s) Y(s) 
s-1 

8 

-8 

x1 x2 x3 1 1 s-1 1 

2 

-6 

s-1 

-16 

8 1 

2 

U(s) Y(s) 
s-1 s-1 

6 

-6 

-8 
x1 x2 x3 
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 Ex.: acelerômetro 

2
a
 Lei de Newton: m a =  F 

 yuk
dt

dy

dt

du
b

dt

yd
m

2

2









  

 

uk
dt

du
byk

dt

dy
b

dt

yd
m

2

2

  

 

Supondo CIs=0  y(0) = y(0) = 0      (m s
2
 + b s + k) Y(s)=(b s + k) U(s) 

 

Função de Transferência: 

m

k
s

m

b
s

m

k
s

m

b

kbsms

kbs

U(s)

Y(s)

22








  

 

Representação por Espaço de Estados: 
 

y + a1 y + a2 y = b0 u + b1 u + b2 u 
 

a1= b/m  ;  a2 = k/m  ;  b0= 0  ;  b1= b/m  ;  b2= k/m 
 

0= b0= 0  ; 

1= b1 - a1 0 = b/m 

2= b2 – a1 1 – a2 0 = k/m - (b/m)
2
 

 

x1= y - 0 u = y 
 

x2= x1 - 1 u = x1 - (b/m) u 
 

x1= x2 + (b/m) u 
 

x2= - a2 x1 - a1 x2 + 2 u = - (k/m) x1 - (b/m) x2 + [k/m - (b/m)
2
] u 

ou 

u
(b/m)(k/m)

b/m

x

x

(b/m)(k/m)

10

x

x
2

2

1

2

1




















































 

  









2

1

x

x
01y  

m 

k 

y 

b 

u 

L 



ASF – EE: Modelagem 

 35 

 
 
 

Leis de Kirchhoff: 

  iedti
C

1
iR

td

id
L  

  oedti
C

1
 

 
 

I(s)
Cs

1
I(s)RI(s)sLEi   

I(s)
Cs

1
Eo   

 
 

Função de Transferência: 

(1/LC)(R/L)ss

(1/LC)

1RCsLCs

1

(1/Cs)RLs

1/Cs

(s)E

(s)E
22

i

o








  

 
Representação por Espaço de Estados: 
 

eo + (R/L) eo + (1/LC) eo = (1/LC) ei  eo = -(1/LC) eo - (R/L) eo + (1/LC) ei 
 
 

x1= eo = y  ;  u = ei 
 

x2= eo = x1 
 
 

x1= x2 
 

x2= - (1/LC) x1 - (R/L) x2 + (1/LC) u 
 
ou 
 

u
1/LC

0

x

x

(R/L)(1/LC)

10

x

x

2

1

2

1


















































 

  









2

1

x

x
01y  

 
Obs.: Fazer outra realização com x1 = vC  e  x2 = iL 

 

ei(t) 

R 

eo(t) i(t) 

+ + 

- - 

C 

L 

L 

Supondo CIs=0    
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  edti
C

1
iR

td

id
L  

 

Mas 
dt

dq
i    , logo: 

    fxk
dt

dx
b

dt

xd
m

2

2

            eq
C

1

dt

dq
R

dt

qd
L

2

2

  

 
analogia força-tensão 

 

Grandezas análogas:  m  L  ;  b  R  ;  k  1/C 
 
 
Ou: 
 

  i
dt

de
C

R

e
dte

L

1
 , mas 

dt

dφ
e   

 
 

      fxk
dt

dx
b

dt

xd
m

2

2

           iφ
L

1

dt

dφ

R

1

dt

φd
C

2

2

  

 
analogia força-corrente 

 

Grandezas análogas: m  C  ;  b  1/R  ;  k  1/L 
 
 

Comparação: Simulação Analógica  Simulação Digital 
 

m 

k 

b 

f 

x 

e(t) 

R 

i(t) C 

L 

i(t) 
R 

iL 

C L 

iR iC 
e(t) 
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x(t) = A x(t) e x(0)  0  ou  =0 
y(t) = C x(t) 

 

a) Como solução da equação diferencial escalar  x(t) = a x(t) , pode-se 

encontrar  x(t) = b0 + b1 t + b2 t
2
 + . . . + bk t

k
 + . . . 

 

Substituindo a solução na eq. dif., temos: 

b1 + 2 b2 t + 3 b3 t
2
 +. . .+ k bk t

k-1
 +. . .= a (b0 + b1 t + b2 t

2
 +. . .+ bk t

k
 +. . .) 

 

Igualando os coeficientes de t, temos: 

b1 = a b0 

b2 = (1/2) a b1 = (1/2) a
2

 b0 

b3 = (1/3) a b2 = [1/(32)] a
3

 b0 

 : 
 : 

bk = (1 / k !) a
k

 b0  , onde b0 = x(0) , ou seja , valor de x(t) em t=0 
 

Portanto, a solução x(t) pode ser escrita como: 

)0(x)ta
!k

1
ta

!2

1
ta1()t(x kk22    

x(t) = e
at

 x(0)  (Série de Taylor) 
 

b) Agora resolvendo para eq. diferencial matricial-vetorial  x(t) = A x(t) , 

onde x(t) é um vetor n-dimensional  e  A é uma matriz constante n  n 
 

Analogamente, temos: 

x(t) = b0 + b1 t + b2 t
2
 + . . . + bk t

k
 + . . . 

 

b1+2 b2 t+3 b3 t
2
+. . .+k bk t

k-1
+. . .= A (b0+b1 t+b2 t

2
+. . .+bk t

k
+. . .) 

 

b1 = A b0 

b2 = (1/2) A b1 = (1/2) A
2

 b0 

b3 = (1/3) A b2 = [1/(32)] A
3

 b0 

 : 
 : 

bk = (1 / k!) A
k

 b0   , onde b0 = x(0) 
 

E a solução é: 

)0()t
!k

1
t

!2

1
t()t( kk22 xAAAIx    
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A série entre parênteses converge para todo o valor finito de t e é uma 

matriz exponencial n  n: 








0k

kk
t

!k

t
e

AA
 

 

x(t) = e
A t x(0) (1) 

 
Propriedades da Matriz Exponencial: 

1) AA AA
A

tt
t

ee
dt

ed
  

2) 
st)st( eee AAA 

 

3) Ieeeee )tt(tt-t-t  AAAAA
 

4) Logo, a inversa de e
A t  é  e

-A t    e
A t é não-singular 

 

5) e
(A+B) t = e

A t e
B t   se  A B = B A 

 

6) e
(A+B) t  e

A t e
B t   se  A B  B A 

 
 

c) Abordagem da Transformada de Laplace (L) 

 

Para o caso da eq. diferencial escalar  x(t) = a x(t)    s X(s) – x(0) = a X(s) 
 

 X(s) (s – a) = x(0)      X(s) = (s – a)
-1

 x(0)      x(t) = e
a

 
t
 x(0) 

 
 

Estendendo para eq. diferencial matricial x(t) = A x(t)      
 

s X(s) – x(0) =A X(s)  (s I – A) X(s) = x(0)  X(s) = (s I – A)
-1

 x(0) (2) 
 

Comparando (2) com (1): X(s) = (s I – A)
-1

 x(0)  x(t) = e
A t

 x(0) , 
 
 

Verifica-se   L
-1

[(s I – A)
-1

]    e
A t

 = I + A t + (A
2

 t
2

 / 2 !) + (A
3

 t
3

 / 3 !) +... 
 

 

Logo (s I – A)
-1

 = (I / s) + (A / s
2
) + (A

2
 / s

3
) + (A

3
 / s

4
) + ... 

 

L 

L
-1

 

L
-1

 

L 
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   (t) = e 
A t

 

x(t) = e 
A t x(0) = (t) x(0) 

 
 
 

contém toda a informação sobre os movimentos livres do sistema 
 

(t) é uma matriz n  n  e a solução única de (t) = A (t) ,      (0) = I 
 

Observe que x(t) = (t) x(0) = A (t) x(0) = A x(t)  e  (t) = L
-1

[(s I – A)
-1

] 
 
 

Se os autovalores 1, 2, ... , n da matriz A são distintos, então (t) 

conterá n exponenciais: e
  t

 , e
  t

 , ... , e
  t

 

 
Propriedades da Matriz de Transição de Estados: 

1) (0) = e 
A 0 = I 

 

2) (t) = e 
A t = (e 

-A t)
-1

= [(-t)]
 -1

   ou   
-1

(t) = (-t) 
 

3) (t1 + t2) = e 
A (t  + t  )

 = e 
A t   e 

A t   = (t1) ( t2) = ( t2) (t1)  
 

4) [(t)]
 n

  = [e 
A t]   = (n t) 

 

5) (t2 - t1) (t1 – t0) = (t2 – t0) = (t1 – t0) (t2 - t1) 
 

Exemplo - obtenha a matriz de transição de estados (t) do sistema 
massa-mola-amortecedor (m=1 kg; k=2 N/m e b=3 N/m/s): 
 
 

u
1

0

x

x

32

10

x

x

2

1

2

1









































      (t) = e 

A t = L
-1

[(s I – A)
-1

] 

 
 



































3s2

1s

32

10

s0

0s
s AI  

 
 









































 

2)1)(s(s

s

2)1)(s(s

2

2)1)(s(s

1

2)1)(s(s

3s

s2

13s

2)(s1)(s

1
A)I(s 1  

 
 

(t) = e 
A t = L

-1
[(s I – A)

-1
] = 























tt2tt2

t2tt2t

ee2e2e2

eeee2
 

 
Matlab: A=[0 1;-2 -3];syms t;expm(A*t) 

 1        2 1 2 

1 2 n 

 
n 
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a) Eq. diferencial escalar  x(t) = a x(t) + b u(t)   x(t) - a x(t) = b u(t) 
 

Multiplicando por  e
-at

 , temos: 
 

e
-at

 [x(t) - a x(t)] =     [e
-at

 x(t)] = e
-at

 b u(t) 

 
Integrando de 0 a t, resulta em: 

 
 d)(ubee)0(xe)t(xoud)(ube)0(x)t(xe

t

0

aatat
t

0

aat

 
 

 
 

b) Equação diferencial matricial  
 

x(t) = A x(t) + B u(t) e x(0)  0 ou =0 
 

Pré-multiplicando por  e
-A t , temos: 

 

e
-A t [x(t) - A x(t)] =      [e

-A t x(t)] = e
-A t B u(t) 

 
Integrando de 0 a t, resulta em: 

 
 d)(e)0(e)t(oud)(e)0()t(e

t

0

)t(t
t

0

t uBxxuBxx AAAA

 

Reescrevendo usando (t), vem a solução de x(t) = A x(t) + B u(t): 

  d)()t()0()t()t(
t

0

uBxx
 

 

c) Abordagem da Transformada de Laplace (L) 
 

x(t)= A x(t) + B u(t)      s X(s) – x(0) =A X(s) + B U(s)    
 

X(s) = (s I – A)
-1

 x(0) + (s I – A)
-1

 B U(s)    
 

X(s) = L [e
A t] x(0) + L [e

A t] B U(s)  usando a integral de convolução 
 

x(t) = e
A t x(0) +   eA (t 

-
 
)

 B u() d 

 
Se o instante inicial é diferente de 0 (t0), teremos: 

 

x(t) = e
A (t – t  )

 x(t0) +   eA (t 
-

 
)

 B u() d 

L 

d 
dt 

Resposta à condição inicial x(0) Resposta à entrada u(t) 

d 
dt 

L
-1

 

t 

0 

t 

0 

t 0 



ASF – Solução das Equações de Estado de Saída 

 41 

Exemplo - obtenha a resposta y(t) no domínio do tempo do sistema: 
 

[
ẋ1(t)

ẋ2(t)
] = [

0 1

-2 -3
] [

x1(t)

x2(t)
] + [

0
1
]  u(t)      

y(t)= [1      0] [
x1(t)

x2(t)
] 

 

Do exemplo anterior, temos: 

(t) = e 
A t = 
















t2tt2t

t2tt2t

e2ee2e2

eeee2
 

 

Portanto, resposta x(t) ao degrau unitário é: 
 

dt]1[
1

0

e2ee2e2

eeee2
)0(xe)t(x

)t(2)t()t(2)t(

)t(2)t()t(2)t(t

0

tA
































  

 

ou 
 































































t2t

t2t

2

1

t2tt2t

t2tt2t

2

1

ee

e)2/1(e)2/1(

)0(x

)0(x

e2ee2e2

eeee2

)t(x

)t(x
 

 
Admitindo x(0) = 0, então a resposta x(t) pode ser simplificada para: 
 
































t2t

t2t

2

1

ee

e)2/1(e)2/1(

)t(x

)t(x
, t  0 

 

Como  C = [1  0]  e  D = 0, a saída y(t) = x1(t): 
 

y(t) = C e
A

 

t
 x(0) +   C e

A
 

(t-)
 B u() d + D u(t) 

 

y(t) = x1(t) = (1/2) – e
-t
 + (1/2) e

-2
 
t
 

 

Obs.: 
x = vetor n-dimensional; u = vetor m-dimensional ; y = vetor r-dimensional 

Matrizes Constantes:  Ann   ;   Bnm   ;   Crn   ;   Drm 
 

Se a entrada é um degrau u(t) = k aplicado em t=0, pode-se obter 
x(t) através da seguinte expressão (ex. A-11-6 do Ogata 3ª Edição): 

 

x(t) = e
A

 
t
 x(0) + A

-1
 (e

A
 
t
 – I) B k 

 

Se a entrada é um impulso (t) = w aplicado em t=0, temos: 
 

x(t) = e
A

 
t
 x(0

-
) + e

A
 
t
 B w 

 

Se a entrada é uma rampa u(t) = v t aplicada em t=0, temos: 
 

x(t) = e
A

 
t
 x(0) + [A

-2
 (e

A
 
t
 – I) – A

-1
 t ] B v  

onde u(t) é a função degrau unitário 
ocorrendo em t=0 [u(t) =1(t)]. 

Supor CIs=0  x(0) = 0 

d 

t 

0 
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a) Usar a fórmula de Interpolação de Sylvester: 
 

e
At

 = 0 I+ 1 A + 2 A
2
 + . . . + n-1 A

n-1
  , onde: 

 

a.1) A possui autovalores distintos 1  2  ...  n 
 

0 + 1 1 + 2 1
2
 + . . . + n-1 1

n-1
 = e 

0 + 1 2 + 2 2
2
 + . . . + n-1 2

n-1
 = e 

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

0 + 1 n + 2 n
2
 + . . . + n-1 n

n-1
 = e 

 

Ou diretamente através de:   eAt = ∑ eit ∏
A-jI

i-j

n
j=1

j≠i

n
i=1   ou ainda: 

det

[
 
 
 
 1 1

1 2

1
2

e1t

2
2

e2t

1 3

I A

3
2

e3t

A
2

eA t]
 
 
 
 

=0      exemplo para n=3 

 

a.2) A possui autovalores múltiplos, por exemplo:  
 

1  2  3  e  4  5  ...  n  Neste caso temos: 
 
 

2 + 3 3 1 + . . . +                n-1 1
n-1

 = (t
2
/2) e 

 

1 + 2 2 1 + 3 3 1
2
 + . . . + (n-1) n-1 1

n-1
 = t e 

 

0 + 1 1 + 2 1
2
 + . . . + n-1 1

n-1
 = e 

0 + 1 4 + 2 4
2
 + . . . + n-1 4

n-1
 = e 

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

0 + 1 n + 2 n
2
 + . . . + n-1 n

n-1
 = e 

 
Obs.: Vejam também pelo método do Teorema de Cayley-Hamilton 
 

eAt= ∑ αkA
kn-1

k=0   e e𝒊t=∑ αk𝒊
kn-1

k=0  para i distintos 

 
b) Transformar A em matriz Diagonal (veremos adiante) 

 
c) Forma Canônica de Jordan (veremos adiante) 

 
 

1 t 

(n-1)(n-2) 

2 

2 t 

n t 

1 t 

1 t 

1 t 

4 t 

n t 
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A resposta de um sistema representado no espaço de estados pode ser obtida 
utilizando-se uma aproximação discreta no tempo. Este método é adequado para 
o cálculo numérico e análise através programas computacionais. 
 

Neste processamento, os valores das variáveis de estados x(t) são calculados 
para sucessivos intervalos de tempo t = 0, T, 2T, 3T,..., onde T é o incremento de 

tempo t (Método de Euler). Quanto menor for t (suficientemente pequeno em 

comparação com as constantes de tempo do sistema), menor será o erro em 
relação à solução exata. 
 

Dada a equação de estado EE (LIT):  
dx(t)

dt
 = A x(t) + B u(t) 

 

E a definição de derivada: 
dx(t)

dt
 = lim∆t→0

x(t+∆t) - x(t)

∆t
   pode-se aproximar a 

EE para  
dx(t)

dt
 ≅ 

x(t+T) - x(t)

T
   onde t = T    pequeno intervalo de tempo 

 

Desse modo, podemos escrever a equação de estado da seguinte forma: 
 

x(t+T) - x(t)

T
  A x(t) + B u(t)  

 

Resolvendo x(t+T), temos: x(t+T)  (I +T A) x(t) + T B u(t) 
 
Se o tempo t é descrito como t = kT, onde k é 0, 1, 2, 3, ..., temos que: 

x(k+1)T  (I +T A) x(kT) + T B u(kT) 
 

E o valor do vetor de estado no (k+1)ésimo instante de tempo é: 
 

x(k+1)  (I +T A) x(k) + T B u(k) = d(T) x(k) + T B u(k) (*) 
 

Exemplo:  
Escolhendo a tensão no capacitor como x1 e a corrente no indutor como x2, 

determine a resposta natural de y(t), considerando R = 3 , L = 1 H, C = 1/2 F  e  
x1(0) = x2(0) = 1. 
 
 
 
 
 

[
ẋ1

ẋ2
] = [

0 -1/C

1/L -R/L
]  [

x1

x2
] + [

1/C

0
]  u    [

ẋ1

ẋ2
] = [

0 -2

1 -3
]  [

x1

x2
] + [

2
0
]  u 

y=[0       R] [
x1

x2
]  y = 3 x2 

 

Solução Exata: 

[
x1(t)

x2(t)
]  = (t) x(0)= eAt x(0)= [

(2e-t-e-2t) (2e-2t-2e
-t
)

(e
-t
-e-2t) (2e-2t-e-t)

]  [
1

1
]  = [e

-2t

e-2t
] 

 

Autovalores: 1 = -1  e  2 = -2   menor constante de tempo = 0,5 s 
 

Escolhendo T= 0,2 s    menor que a metade da menor constante de tempo 

iL(t) 

L 

entrada  u(t) 
(fonte de corrente) 

vR(t)  saída y(t) 

+ 

+ 
iC(t) 

R 

- 

C - 
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

System: sys

Time (seconds): 0.2

Amplitude: 2.01

System: sys

Time (seconds): 0.4

Amplitude: 1.35

System: sys

Time (seconds): 0.6

Amplitude: 0.904

System: sys

Time (seconds): 0.8

Amplitude: 0.606

Impulse Response

Time (seconds)

A
m

p
lit

u
d
e

y(t) 

Da solução aproximada (*):      x(k+1)  (I + 0,2 A) x(k) + 0,2 B u(k)    
 

[
x1(k+1)
x2(k+1)

] = [ 1 -0,4

0,2 0,4
]  [

x1(k)
x2(k)

] + [
0,4
0

]  u(k) onde u(k) = 0 

 
Resposta no 1º instante: k=0 (t=T=0,2 s): 
 

[
x1(1)

x2(1)
] = [ 1 -0,4

0,2 0,4
]  [

x1(0)

x2(0)
]  = [

1 -0,4

0,2 0,4
]  [

1

1
]  = [

0,6

0,6
]      y(t) = 1,8 

 
Resposta no 2º instante: k=1 (t=2T=0,4 s): 
 

[
x1(2)

x2(2)
]  = [

1 -0,4

0,2 0,4
]  [

0,6

0,6
]  = [

0,36

0,36
]      y(t) = 1,08 

 
Resposta no 3º instante: k=2 (t=3T=0,6 s): 
 

[
x1(3)

x2(3)
]  = [

1 -0,4

0,2 0,4
]  [

0,36

0,36
]  = [

0,216

0,216
]      y(t) = 0,648 

etc 
 

Tempo t (s) 0 0,2 0,4 0,6 0,8 

Valor exato de y(t) 3 2,011 1,348 0,904 0,606 

Valor de y(t) com T=0,2 s 3 1,8 1,08 0,648 0,390 

Valor de y(t) com T=0,1 s 3 1,92 1,229 0,786 0,503 

Valor de y(t) com T=0,05 s 3 1,968 1,291 0,847 0,556 

 

Calculando a Matriz de Transição de Estado para um t = 0,2 s com o Matlab: 
 

A=[0 -2;1 -3];dt=0.2;phi=expm(A*dt) 
 

phi = 
    0.9671   -0.2968 
    0.1484    0.5219 
 

x=[1;1];x=phi*x;y=3*x(2,1) 
 

y = 
    2.0110 
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Antes de iniciar o projeto de um controlador é necessário analisar a 
controlabilidade e a observabilidade do sistema. A localização dos 
polos de MF pode ser escolhida arbitrariamente se, e somente se, o 
sistema é controlável e observável. 
 

 
 

D(s)

N(s)

asasas

bsbsbsb
G(s)

U(s)

Y(s)

32

2

1

3

32

2

1

3

0 



  

 
 
 
 

 
 
 
 

U(s)
D(s)

1
F(s)      U(s)F(s)asF(s)aF(s)saF(s)s 32

2

1

3   (*) 

 
 

Definindo:    1xf(t)   

21 xx
dt

df(t)
   

   3122

2

xxx
dt

f(t)d
   

   u(t)xaxaxax 3122133    L-1
 (*) 

u

1

0

0

x

x

x

aaa

100

010

x

x

x

3

2

1

123
3

2

1

















































































 

 

F(s)N(s)Y(s)    F(s)bsF(s)bF(s)sbF(s)sb Y(s) 32

2

1

3

0    
 
 

L-1
  1322313122130 xbxbxbu(t)]xa-xa-x[-ab y(t)    

 
 

u(t)b)xba-b)xba-b)xba-b y(t) 0301120221033  (((  

 

  u(t)b

x

x

x

babbabbab y(t) 0

3

2

1

011022033 

















  

1 

D(s) 

U(s) Y(s) 
N(s) 

F(s) Obs.: SISO e a0=1 
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Generalizando, temos: 
 

[
 
 
 
 
 

ẋ1(t)

ẋ2(t)
⋮
⋮

ẋn-1(t)

ẋn(t) ]
 
 
 
 
 

= 

[
 
 
 
 
 

0
0
⋮
⋮
0

-an

  

1
0
⋮
⋮
0

-an-1

  

0
1
⋮
⋮
0

-an-2

  

⋯
⋯
⋮
⋮
⋯
⋯

   

0
0
⋮
⋮
1

-a1]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 

x1(t)

x2(t)
⋮
⋮

xn-1(t)

xn(t) ]
 
 
 
 
 

+ 

[
 
 
 
 
 
0
0
⋮
⋮
0
1]
 
 
 
 
 

 u(t)  

 

y(t) = [bn-anb0   bn-1-an-1b0   ⋯  ⋯  b1-a1b0]

[
 
 
 
 
 

x1(t)

x2(t)
⋮
⋮

xn-1(t)

xn(t) ]
 
 
 
 
 

 + b0 u(t)  

 

Um sistema é dito controlável no instante t0 se for possível, por meio 

de um vetor de controle u não-restrito, transferir o sistema de 

qualquer estado inicial x(t0) para qualquer outro estado num intervalo 

de tempo finito x(t).  
 

Um sistema é completamente controlável: 

 Se o det MC = det [B  AB  A
2
B  ...  A

n-1
B] é não-nulo (MC  matriz 

de controlabilidade)  ou  se a matriz  MC (n x nm) tem posto “n” ou; 
 

 Se, no diagrama de fluxo de sinal, existe percurso entre o sinal de 
controle u e cada uma das variáveis de estado, o sistema pode ser 
descrito em variáveis de fase. Um sistema descrito no formato de 
variáveis de fase é sempre controlável. 

 

Exercício 
 
Matlab: MC=ctrb(A,B)   e   det(MC)  ou  rank(MC) 

y(t) 

    

+ 
+ 

a1 

x1 u(t) 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 
- 

a2 a3 

b1- a1 b0 

 

b1 

 

b0 

x2 x3 

+ 
+ 

+ 
+ 

b2- a2 b0 

 

b1 

 

b3- a3 b0 

 

b1 

   
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32

2

1

3

32

2

1

3

0

asasas

bsbsbsb

U(s)

Y(s)




   reescrevendo  

 

0U(s)bY(s)aU(s)]bY(s)s[aU(s)]bY(s)[asU(s)]b[Y(s)s 332211

2

0

3 
 

Dividindo por s
3
: 

 

Y(s)]aU(s)[b
s

1
Y(s)]aU(s)[b

s

1
Y(s)]aU(s)[b

s

1
U(s)bY(s) 333222110 

 

Definindo:  (s)XU(s)bY(s) 30   

(s)]XY(s)aU(s)[b
s

1
(s)X 2113   

(s)]XY(s)aU(s)[b
s

1
(s)X 1222   

Y(s)]aU(s)[b
s

1
(s)X 331   

 

L-1
  u(t)bx y(t) 03   

uba(bxaxx 0113123 )  

uba(bxaxx 0223212 )  

uba(bxax 033331 )  
 

u

bab

bab

bab

x

x

x

a10

a01

a00

x

x

x

011

022

033

3

2

1

1

2

3

3

2

1



























































































 

  u(t)b

x

x

x

100 y(t) 0

3

2

1



















  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y(t) 

a3 

x1 

u(t) 

+ 

a2 a1 

b1- a1 b0 

 

b0 

x2 x3 

b2- a2 b0 

 

b3- a3 b0 

 

- + 
+ 

- 
+ 

+ 

- + 
+ 

     

Obs.: SISO e a0=1 
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Generalizando, temos: 
 

[
 
 
 
 
 

ẋ1(t)

ẋ2(t)
⋮
⋮

ẋn-1(t)

ẋn(t) ]
 
 
 
 
 

= 

[
 
 
 
 
 
0
1
⋮
⋮
0
0

  

⋯
⋯
⋮
⋮
⋯
⋯

  

0
0
⋮
⋮
1
0

    

0
0
⋮
⋮
0
1

  

-an

-an-1

⋮
⋮

-a2

-a1 ]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 

x1(t)

x2(t)
⋮
⋮

xn-1(t)

xn(t) ]
 
 
 
 
 

+ 

[
 
 
 
 
 

bn-anb0

bn-1-an-1b0

⋮
⋮

b2-a2b0

b1-a1b0 ]
 
 
 
 
 

 u(t)  

 

 

y(t) = [0   0  ⋯  ⋯  0   1]

[
 
 
 
 
 

x1(t)

x2(t)
⋮
⋮

xn-1(t)

xn(t) ]
 
 
 
 
 

 + b0 u(t)  

 

Um sistema é dito observável no instante t0 se, com o sistema num 

estado x(t0) qualquer, for possível determinar este estado a partir da 

observação da saída y(t) durante um intervalo de tempo finito. 
 
Um sistema é observável: 

 Se o det MO  é não-nulo (MO  matriz de observabilidade)  ou  se a 
matriz  MO (n x nr) tem posto “n” ou; 

 

























1-n

2
O

CA

CA

CA

C

M


 

 
 Um sistema descrito no formato de variáveis de fase é sempre 

observável. 
 
Exercício 
 
Matlab: MO=obsv(A,C)   e   det(MO)  ou  rank(MO) 
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Um escalar   C é um autovalor de A se existe um vetor não-nulo 

p  C
n
  tal que: 

A p =  p  (I – A) p = 0  então, diz-se que 
 

pi  é um autovetor à direita associado ao autovalor  i 
 

Para que pi seja não-nulo  det (i I – A)=0 , ou seja, (i I – A) é singular 
 
 

Interpretação: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Seja um sistema representado por x = A x + B u : 
 

 
 



















511-6-

611-6-

1-10

A          


















941

620

111

pppP 321      

 



















3-00

02-0

001-

P*A*P 1-   Forma Canônica Diagonal ( ) 

 

Matlab  [ P, ] = eig (A) 
 

0,7071 -0,2182 -0,0921 
0,0000 -0,4364 -0,5523 
0,7071 -0,8729 -0,8285 

 
 

(*)  p1i
2
 + p2i

2
 + p3i

2
 = 1 

 
(*) Os autovetores não são únicos (existem infinitas possibilidades). Assim como os autovalores, 

os autovetores estão associados ao comportamento dinâmico do sistema (modos de 
oscilação). Os autovetores de A também servem a outros propósitos (exemplo a seguir). 

 normalizados (*) P = 

Matriz Modal 

0 
A pi = i pi 

pi 

p1i 

p2i 

2 

1 

-1 

-0,5 
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 Admitindo agora um novo conjunto de variáveis de estado z1, z2 e 

z3 (Transformação por Similaridade), tal que: 

x = P z  



















































3

2

1

3

2

1

z

z

z

941

620

111

x

x

x

    substituindo na EE anterior, 

temos: 
 

Pz = A P z + B u  pré-multiplicando por P
-1

, obtemos: 
 

z = P
-1

A P z + P
-1

B u 
 

u

6

0

0

1-1,51

34-3-

2-2,53

z

z

z

941

620

111

511-6-

611-6-

1-10

1-1,51

34-3-

2-2,53

z

z

z

dt

d

3

2

1

3

2

1





















































































































 

u

6-

18

12-

z

z

z

3-00

02-0

001-

z

z

z

dt

d

3

2

1

3

2

1





































































 

 
E a nova equação de saída é: 

y = C P z     




















































3

2

1

3

2

1

z

z

z

111

z

z

z

941

620

111

001y  

 
 

 
 

01)(λ

33-1

100

010

A 3 

















      e      


















121

011

001

pppP 321    

 

 



















100

110

011

P*A*P 1-   Forma Canônica de Jordan ( J )   (2) 

 

(1) Veremos que também é possível encontrar uma matriz de 
transformação P (inversível) capaz de reduzir a matriz A à forma 
canônica de Jordan 

 

(2)  J = P
-1

 * A * P  A = P * J * P
-1

 e A
k
 = P * J

k
 * P

-1
 

Obs.:  Equações de 

Estado “Desacopladas” 

(1) 
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A existência de uma forma diagonal de A está ligada à existência 
de “n autovetores linearmente independentes associados aos 
n autovalores” de A.  Neste caso é possível definir P e obter: 

P
-1

*A*P =  
 

Supondo que existem apenas “r autovalores distintos” dentre os 
“n autovalores” de A, o polinômio característico é  
 

pol() = ( – 1)
m

  ( – 2)
m

   . . . ( – r)
m

    
 

 A “multiplicidade algébrica” do autovalor i é representada por mi. 
Portanto: m1 + m2 + . . . + mr = n 

 A “multiplicidade geométrica” do autovalor i é representada por i 
e é definida como o número de autovetores linearmente 

independentes de associados ao autovalor i . 
 
As multiplicidades algébrica e geométrica estão relacionadas através 

de  1  i  mi ,   i = 1,2,3,...,r  e existe uma forma diagonal de A se e 

somente se i = mi ,   i = 1,2,3,...,r . 
 
Exemplo 1: 

  05
50

15
A

2









    1 = 5   e   m1 = 2 

 

  0α,
0

α
p

0

0

p

p

00

1-0
pA-Iλ 1

21

11

11 







































   única solução possível.  

 

Portanto 1 = 1  m1 = 2    a matriz A não possui forma diagonal 
 
 
Exemplo 2: 
 

    01λ2λ

200

010

1-01

A
2


















   1 = 2, m1 = 1 e 2 = 1, m2 = 2 

 

  0α,

α

0

α-

p

0

0

0

p

p

p

000

010

101

pA-Iλ 1

31

21

11

11 









































































   1 = 1 

1 2  r 
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  0α,

0

α

0

pe

0

0

α

p

0

0

0

p

p

p

1-00

000

100

pA-Iλ 32

32

22

12

22 



























































































   o autovalor 

2 possui duas soluções (autovetores) linearmente independentes.  

Portanto, 2 tem 2 = 2 e a matriz A possui forma diagonal. 
 



















200

010

1-01

A          


















001

100

011-

pppP 321      



















100

010

002

P*A*P 1-   Matriz Diagonal ( ) 

 

Quando i < mi para pelo menos um autovalor i, não é possível obter 
uma forma diagonal. Neste caso, a forma canônica de Jordan é do 
tipo triangular superior, formada de blocos de Jordan (bloco-
diagonal). 
 
Exemplo: matriz A de ordem 9 com 4 autovalores distintos (r = 4), 

sendo 1  m1 = 3 e 1 = 1 ;  

  2  m2 = 3 e 2 = 2 ; 

  3  m3 = 2 e 3 = 1 e 

  4  m4 = 1 e 4 = 1. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Obs.: 1) Número total de blocos de Jordan  = 5 (1+2+3+4) 

 2) Matlab  [ P,J ] = jordan (A) 





























































4

3

3

2

2

2

1

1

1

5

4

3

2

1

λ00000000

0λ0000000

01λ000000

000λ00000

0001λ0000

00000λ000

000000λ00

0000001λ0

00000001λ

J0000

0J000

00J00

000J0

0000J

J
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Com a estrutura de autovalores-autovetores, o cálculo de e
At

 fica 

“substancialmente” simplificado. No caso mais geral, o cálculo de 

e
At

 baseia-se na Forma Canônica de Jordan. 
 

Vimos que:  

e
A

 
t
 = I + A t + (A

2
 t

2
 / 2 !) + . . . + (A

k
 t

k
 / k !) + . . .       e       A

k
 = P J

k
 P

-1
 

 

e
A

 
t
 = PP

-1
 + PJP

-1
 t + (PJ

2
P

-1
 t

2
 / 2 !) + . . . + (PJ

k
P

-1
 t

k
 / k !) + . . .   

 

e
A

 
t
 = P { I + J t + (J

2
 t

2
 / 2 !) + . . . + (J

k
 t

k
 / k !) + . . . } P

-1
  

 

e
A

 
t
 = P e

J
 
t
 P-1

 
 
 

Se, em particular, J =  (matriz diagonal), temos: 

e


 
t
 = 





















tλ

tλ

tλ

n

2

1

e...00

0...e0

0...0e


 

 
 

No caso geral, J é formada por blocos. Se, por exemplo, temos: 
 
 
 

 
 
 
 
 

e
J t = 





























tλ

tλtλ

tλ

tλtλ

tλ2tλtλ

2

22

1

11

111

e0000

ete000

00e00

00ete0

00et
2

1
ete

 

 

Exemplo: e
A

 
t
 = P e

J
 
t
 P-1

 

 

































2

2

1

1

1

2

1

λ0000

1λ000

00λ00

001λ0

0001λ

J0

0J
J



ASF – Representação Modal 

 54 

 

Seja x = A x + B u  fazendo   x = P z onde 
  y = C x + D u 
 

z   novo conjunto de variáveis de estado (z1, z2, z3, ... 

associadas respectivamente aos modos 1, 2, 3, ...) e 

P  colunas com os autovetores à direita de A, temos: 
 

Pz = A P z + B u  pré-multiplicando por P
-1

, obtemos: 

 y  = C P z + D u 
 

z = P
-1

A P z + P
-1

B u  z =  z + B u 

y = C P z + D u   y = C z + D u  ,onde: 
 

 = P
-1

A P    matriz diagonal; 

B = P
-1

B    se a i-ésima linha de B for nula, as entradas (u) não 

têm efeito de controle sobre o modo zi   e 

C = C P     se a i-ésima coluna de C for nula, o modo zi não é 

observado nos sinais de saída medidos (y). 
 
Exemplo: 














































































2

1

3

2

1

3

2

1

u

u

01

1-1

11

x

x

x

12-2-

2-3-2

62-7-

x

x

x

dt

d
  duas entradas 

    



































3

2

1

2

1

x

x

x

1-11

21-1-

y

y
    duas saídas 

0=15+λ23+2λ9+3λ=

1-λ22

23+λ2-

6-27+λ

=A)-I(λdet  

 

 (A) = {-1, -3, -5 }   autovalores de A, cujos autovetores à direita são: 
 
 

1 1 1     -1  -1  2 

P = 0 1      -1  e P
-1

 =    1   1     -1 

1 1 0      1   0  1 
 
 

 
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Com isso, pode-se achar a representação modal deste sistema: 
 
 
 

u

u

10

01

00

+

z

z

z

5-00

03-0

001-

=

z

z

z

dt

d

2

1

3

2

1

3

2

1

 

   

z

z

z

010

001
=

y

y

3

2

1

2

1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     só existe 

FT para Y2/U1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Modo z1 não 

controlável 

Modo z3 não 
observável C    posto = 2 

B     posto (rank) = 2  

u1 

+ y1 

+ 

-3 

y2 

+ 

-5 

z3 u2 

z2 

z1 z1 

z2 

z3 

+ 

+ 

+ 

Subsistema 
Observável 

Subsistema 
Controlável 

-1 

 

 

 
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Se a matriz de estado A é descrita na forma canônica de variáveis 
de fase, pode-se então convertê-la na forma canônica diagonal 

(controlável e observável) através de P
-1

*A*P, onde: 
 



























 1n
n

1n
3

1n
2

1n
1

2
n

2
3

2
2

2
1

1
n

1
3

1
2

1
1

λλλλ

λλλλ

λλλλ

1111

P











  Matriz de Vandermonde 

 

Onde 1, 2, ... , n são os autovalores distintos de A 

 
Exemplo: 
 



















6-11-6-

100

010

A   e  



















941

3-2-1-

111

P   



















3-00

02-0

001-

P*A*P 1-  

 
Observações: 

1) Se A tem autovalores múltiplos, nem sempre é possível obter 
uma forma diagonal de A. 

2) Se A não está na forma canônica de variáveis de fase, P pode 

ser formada pelos autovetores da A (i I – A) pi = 0 

 


