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ASF - Introducéo
Analise de Sistemas Fisicos

1 - Introducao / Histérico

> Relégio de agua = 300 a.C. (na Grécia) até o século XVII

Escala de tempo

PELLREREREEEERRRREIRIL

Orificio

» Regulador de James Watt — 1796 = Regulador de Velocidade
(Esferas) para Maquinas a Vapor

«% y Velocidade Caldeira

Esfera
metalica

Eixo de N

saida
Mdquina a vapor



ASF - Introducéo
» Hoje e Futuro <
Perturbagaol
Entrada de Erro | Controlador |_,| Atuador Processo | Saida
Referéncia + Atuante| (computador) (amplificador) ou Planta
Realimentacao
(sensor, medidor [*
ou transdutor)
Vilvula
Aguade _
alimentagiio Turbina
A -
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Combustivel -o_—&: {1 Caldeira = Gerador o) —
.
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=2
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Bruto (PIB) Governo Produ‘g - g6 Pngdum Interno
desejado negocios ruto (PIB)
Gastos Gastos dos
governamentais | consumidores
Medic¢io Consumidores
[
= :Arrecadagiio
de impostos [*1
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ASF — Modelos Matematicos

2 - Modelos Matematicos
» Equacoes Diferenciais de Sistemas Fisicos

Quadro Resumo das Variaveis “através” e “sobre” componentes dos sistemas

Componente Variavel “através” Variavel “sobre”

Elétrico Corrente i(t) Diferenca de tensao v(t)
Mecanico em Translacdo Forca f(t) Diferenca de velocidade v(t)
Mecanico em Rotagao Torque T(t) Diferenca de vel. angular o(t)
Fluido Vazao Volumétrica q(t)  Diferenca de pressao p(t)
Térmico Fluxo Térmico @(t) Diferenca de temperatura 6(t)

Equacbes Diferenciais de Elementos Ideais

. ~ . Com armazenamento de energia
Com dissipasséao de energia

Indutivo Capacitivo
Resisténcia Elétrica R Indutancia Elétrica L Capacitancia Elétrica C
V() _, di(t) o dv(t)
i(t)= R v(t)=L p it)=C T
Atrito ou amortecimento b Mola de Translacdo ki Massa em Translagdo M
(translagao) (t)_ 1 df(t) £(t)= dVe|(t)
f(t)=by ve(t) Vel =5, "at (t)=M—
Atrito ou amortecimento b, Mola de Rotacao k; Massa em Rotacao J
(rotacao) (t) 1 dt(t) t'=J d (D(t)
= ot)=— —— T(t)=d——
T(t) = b, ®(t) T O=J—
Resisténcia Fluida R¢ Inércia Fluida | Capacitancia Fluida C¢
p(t) dq(t) dp(t)
t)=—— =]—7 =
at)="g- p(H)=I— at)=Ci—
Resisténcia Térmica Rg Nao ha Capacitancia Térmica Cqy
o(t) elemento do(t)
¢(t)= Ry analogo Q(t)= Cq at

Obs.: J = momento de inércia e b = atrito viscoso



ASF — Aproximacao Linear

» Aproximacoes Lineares de Sistemas Fisicos

Um sistema linear y(t) = g (x(t)) satisfaz as propriedades:
(1) Superposicdo = g (x1+X2)=0(X1)+g(Xz2)
(2) Homogeneidade = yi1=9g(x1) = Byi1=9 (B X1)

Exemplos: y = x* ; y=mx+b (Obs.: X + AX =y + Ay)

Sistema Linear = eq. diferencial € linear se os coeficientes sé&o
constantes ou séo funcdes da variavel independente (em geral t):

.. i . . . .
e Coeficientes a; e b; ™2 =sist. lineares invariantes no tempo (LIT)
e Coeficientes a; e b; sdo f(t) = sist. lineares variaveis no tempo

n n-1 m m-1
d y+a1d _}1/+---+anlﬂ+any:bod u+b1d Yt d—u+b u
dt” dt” dt dt™

dtm™* mldt ™

Além disso, somente estdo presentes termos de 1° grau da
entrada u, da saiday e de suas derivadas.

Sist. dindmicos com componentes lineares de parametros
concentrados (ndo existem derivadas parciais de qualquer variavel)
e invariantes no tempo podem ser descritos por equacdes
diferenciais lineares ordinarias invariantes no tempo:

e SistemasLIT = aplicar transformada de Laplace

Exemplos de equacdes diferenciais ndo-lineares:

2 2
d_yJ{d_y) +y=Asenwt

dt? dt
2
d% 2 4 dy
—+y"-1)—+y=0
e R !
2
d%y + dy +y+ y3 =0
di? dt
Exemplos de ndo-linearidades: 2y
Ay
> X
-h R
+h > X
Zona Morta ou Banda Morta: Valor Absoluto y = x| :
% Servomecanismos acionados % Retificadores
por relés onde a saida € nula
para pequenas variagdes na

entrada (razao: atrito estatico)



Ymax
aXx

v

Ymin

Saturagao:

% Limitacdo fisica da capacidade
dos equipamentos ou
componentes (amplificadores,
geradores, motores etc).

ASF — Aproximacdao Linear

Ay

yod

» Linearizacao em torno de um ponto de operacao
L expansdo em Série de Taylor:

dg

y =9g(x) =9(Xp) + dx

20
Histerese:
% Folgas mecanicas e histerese
magnética.
2 2
(x-xg) , d’g|  (x-x0)
2
1! dx?| 21

X=X

Aproximando em torno do ponto de operacao xo com a inclinagcao

de dg/dx:

d
y =9(x) =9(Xo) + i

(X—=Xg)=Yg+M(X—-Xg) ou

X=X,

(Y-Yo)=m(X-Xo) = Ay =m AX

Massa

<

-«

Mola
nao-linear

AW

(a)

Forca da
mola

Jo

Equilibrio
ll(pomo de operagio)

/

L » )

Yo

(b)



ASF — Transformada de Laplace
Exemplo: Modelo do oscilador tipo péndulo

Torque aplicado a
massa:
7 T=MgL sen0

No equilibrio:
0=0° e To=0

Massa M

(a) (b)

0osen®@
00

T-T, =MgL (0-0y) = T =MgL(cos 0°) (0 - 0°) = MgL®

8=0,

Concluséo: para uma oscilagcdo de £ 30°, o modelo linear tem uma
resposta = nado-linear (erro de 2 %).

3 - Transformada de Laplace ( £)

Equacgbes Diferenciais de Sistemas LIT = Equacdes Algébricas
(vide tabelas de Transformada de Laplace = pares e propriedades)

Observacgdes:
a) £' = expansdo em fracdes parciais (Vide Anexos)
b) A varidvel complexa s =6+ @ pode ser considerada pelo operador

d 1 !
diferencial S=— e —= I_dt
dt S 5

c) Convolucéo: y(t):.[;(t) g(t-t) dt :Itg(t) x(t-t) dt §> Y(s) = G(s) X(s)

» Resolucao de Equacao Diferencial LIT usando Transformada
de Laplace

Y+2y+5y=3u ; y(0)=0 ;y(0)=0 (Cls=0) e u=1
LIy1=5"Y(s)-s y(0)-y(0)=s”Y(s)
LIyl=sY(s)-y(0)=s Y(s)

L= (s*+2s+5)Y(s)=3/ls = Y(s)=3/[s(s*+2s +5)]



ASF — Funcéo de Transferéncia
Expandindo: Y(s):§1_i 22 2_§ S+21 ;
55 10 (s+1)°+2° 5 (s+1)“+2

Da tabela £' = y(t) = 3/5 - (3/10) e 'sen 2t — (3/5) e ' cos 2t
(expresséo analitica)

4 - Funcao de Transferéncia (FT) = G(s) (vide Anexos)

Lsaida Y(s
G(s) = [ ] = (s)
Llentrada] |cis=0 Y |cis=0
Seja o sistema LIT definido por:
(n) (n-1) . (m) (m-1) .

agy+a; y +...+a, y+a,y=bou+b; u +...+b,_u+b, u

G(s) =

Obs.: Os sistemas fisicos reais sdo nao-lineares e causais (m < n).

Y(s) bos"+b;s"t4tby 4 Ss+b, K(s+2z)-(S+2,) = zeros
Us) aps"+a;s"t+--+a, s+a, (S+py)-(S+P,) = polos
N— 7
—

Polinbmio ou equacéo caracteristica

Exemplo: Sistema massa-mola-amortecedor

ANNARNRARRRRARNNNNS
. P NS
constante do atrito Z N
A NN
Viscoso = b 2 k_§constante da mola
Z N
\é» X
2 Massa §
2R
z N
forca l y(t)l:> deslocamento
u(t)

2
Da 22 Lei de Newton: IF=Ma = Md y(t)+b d(}j/t(t)+ky(t):u(t)

dt?
(Principio Fundamental da Dindmica)

£

= M[s?Y(s)=s y(0) = y(0)] + b [s Y(s) - y(0)] +k Y(s) = U(s)

Para y(0) = 37(0) =0(Cls=0) e u(t)=kx“impulso” unitario, temos:

Y(s 1

G(s) = (s) _ . - YE) - k/M
U(s) Ms®+bs+k s“ + (b/M) s +k/M
k



ASF — Funcéo de Transferéncia

—b++b? - 4kM

2M

polos = s1, =

e Se b=0 (sem atrito) = slzzij\/Ezij(Dn
! M

Definindo: @, = frequéncia natural deoscilacdo e
¢ = coeficiente de amortecimento onde & = b /(2 VkM)

e Seb>2vkM = 2 polos reais e diferentes ((> 1) =
resposta sem oscilacao (sistema sobreamortecido)

e Se0<b<2vkM = 1 par de polos complexos (0 < (<1l)>
resposta oscilatoria porém amortecida (sistema subamortecido)

Generalizando um sistema de 22 ordem:
2

(0]
Y(s)=— L > ,Com polos = S, =-(0, to, V-1
s +20m,s +o,
Planos
AJ(D A J m
slﬁ;__ --------- +H onV1-&7 =] og BN
E=cosB<i_  p. [E<0
: \"/' o . [ Instabilidade O
- Gioon (semiplano direito)
SZL __________ 'j(DnJ].'C T ’

Andlise do deslocamento y(t) (resposta ou saida) da massa M = 1 kg
para uma entrada u(t)= 4 N na forma de “impulso”, considerando a
forcada mola k =4 N/m e o atrito b variando em 3 situacdes:

a) Sistema subamortecido (0<{<1): b < 2vkM = b =0,8 N.s/m

4 4 4 4 1,96
Y(s)= 5 = - . = 2 2= X 2 2
s“+0,8s+4 (s+0,4+j1,96)(s+0,4-j1,96) (s+0,4)"+1,96- 1,96 (s+0,4)" +1,96

£-1
= y(t)=2,04e%"sen1,96t ; onde: w,=2rad/s e {=0,2



ASF — Funcéo de Transferéncia

£ _
Yo =y 4= A S ym=ate™
S°+4s+4 (s+2)

c) Sistema sobreamortecido ({>1): b > 2vkM = b =8 N.s/m €=2)
-

L ~ _
Y(S —— 4 _ 4 = y(t) _ 07577 (e 0,536t —e 7,464t)
s“+8s+4 (s+0,536)(s+7,464)

sssssssssssss

y(t)

“l(a) '_'Envoltc’)ria de (a)

2.04 04!

[ [ [ [ [
2 4 3 8 10 12 14

nnnnnnnnnnn

Padrbdes de resposta ao impulso unitario para algumas localizacdes
dos polos noplano “s=c | ®”:

Fal

»Instabilidade

(Marginalmente Estavel)
Figura 5.17 Dorf 112 Ed.



ASF - Diagramas de Blocos

5 - Modelos em Diagramas de Blocos

Entrada = U(s) &) Saida = Y(s)=G(s)U(s)
> S >
Causa = R(s) Efeito = C(s)
Regras da dlgebra de blocos
Diagramas de Blocos Originais Diagramas de Blocos Equivalentes
B
A AG AG-B , -G ;-
| —| C Q A Bg G o AG-B
B "(74 é - -
A AG A AG
——i (G G -
2 AG AG
= G

AG LG A

A
A
g J
A B
G >
5 : A G, B
h >l eGe [

Malha Aberta x Malha Fechada (Realimentacao)

Exemplo de Transformacé&o (e Reduc&do) em Diagramas de Blocos:

O+q
S A

Reservatorio | Reservatorio 2
_
Hy+h —
Rl Hg + f"lf_a Rg _
¢ f Q+qn
{ 4% —
f T l
o Q+ qy Cs

Sistema de Nivel de Liquido com Interacao

Onde: Q(m®/s) e H(m) = vaz&o e altura em regime estacionario
(h1-h2)/R1=0Q1 C1(dhy/dt)=qg-q1 C=AV/Ah e R=Ah/Aq
h2/R2=q2 Ca(dho/dt)=0q1—-02

g e h = pequenas variacdes
10



ASF - Diagramas de Blocos

O(s) 8 : Hm% 1| Qs |
Cs R, Té%)' HC_; H-(s

Qz(-")

1
R,

=

o

(s)

N4 % 1 1 Qy(s) 1 1 Qa(s)
- %» e

Outro exemplo:

Hy, [«
R(S) C(s)
G1 a@—» Gy, —» G3 > Gy >

H3 [«

Exemplo do projeto de um filtro “passa-baixas”:
. Projetar um filtro de 12 ordem para atenuar sinais com frequéncias
maiores que 106,1 Hz e com ganho estatico (ou DC) de Y.

R Va(s) R
Sinais de t°—— — o+
11(S) l(s) L— ,
Entrada= Vy(s) R c T V3(s) = Saida
- O O O -
L= (Vi-V,) /R 1) Obs.: C = elemento que armazena energia
|2 = (V2 - V3) /R (2)
Vo=(:-1)R (3) Subst. (1) e (2) em (3): V,=(V1+V3)/3 (5)
V3 =(1/Cs) I, (4) Subst.(2)em (4): RCV3s =V;-2V, (6)
V3 1 1/3RC

Substituindo (5) em (6): V;, 3RCs+2 s+(2/3RC)

Ganho Estatico (s—>0) = Vi/V, =1/2

Atenuar freq. > 106,1 Hz = ® = 27tf = 2x3,14x106,1 = 666,65 rad/s =
Polo s =-(2/3RC) = - 666,65 = RC =0,001

V3 333,35

V; s+666,7

EscolhendoR=1kQeC=1UF =

11



ASF — Resposta Transitéria

6 - Analise da Resposta Transitoéria

> Sinais de Entrada Tipicos (parat > 0):

Entrada r(t) R(s)
Impulso Unitario o(1) 1
Degrau (%) A Als
Rampa(*) At A/s?
Parabola (*) At’/2 | A/s®

(*) A=1 = unitario(a)

> Sistemas de 1% ordem
Exemplos: Circuito RC (integrador) ou Termémetro

R
o—A/N\N——
O fechamento da chave S
simula a aplicacéo de um
il cl degrau
Vi(t) T —~ Vo(l)
i(t) /
V,(s) 1 Obs.: CIs Nulas
V,(s) RCs+1

Generalizando para todos os sistemas de 1% ordem:

R(s) E(s) 1 C(s) R(s) 1 C(s)

+ Ts - Ts +1 ”

12



ASF — Resposta Transitéria

Observacao:

RC =T = Constante de Tempo

Plano s 4jow[rad/s]

(polo) o[s™]

1

T

Resposta ao impulso unitario R(s) =1 =

Cte.Tempo = 1/|Re Polo |

c(t) :%e't”

c(t)
UT (t>0)
t
0O T 2T 3T 4T 5T .
Resposta a degrau unitario R(s)=1/s = | c(t)=1- e~ tT
yC(0) Inclinagdo = 1/T (t=>0)
1 A0,

0,632 ess = €(c0) = 0

Erro de Regime Permanente

v

13



ASF — Resposta Transitéria

Resposta a rampa unitaria R(s)=1/s®> = | c(t)=t-T+Te T

A

5T ((t) (t=>0)
4T c(t)
3T b Bgg = e(oo) =T

Erro de Regime Permanente

2T

T 2T 3T 4T ST

> Sistemas de 22 ordem
Exemplos: Circuito RLC ou Massa-Mola-Amortecedor

S R L
P etip— |
N C
Vitt) = — Vo(1)
i(t)
Vo(s) _ 1LC

Vi(s) ~ s?+(R/L)s + (1/LC)

Polos = spe2=— (R/2L) £V (R/4L%) — (1/LC)

Se R=0 = S(1e2=1j 1WLC= ] @, = freq. natural de oscilagéo

SeR>0:
C = (R/2L) / (1/\/LC) = coeficiente de amortecimento

14



ASF — Resposta Transitéria

Generalizando para todos os sistemas de 2% ordem:

2

R(s) E(s) on’ C(s), ‘ R(s) @n C(s),

2 2
+ s(s + 2¢m,) s“+2CwnS + oy

POIOS : S(]_e2) — 'Q(Dn i O)n JC '1

Para um sistema com 0 <{ <1 (subamortecido):

S(leZ):'gmn ijwndl'g :'Gi](od

onde: 6=, =T" = atenuacéo e
¢ = oV 1- Cz = frequéncia natural amortecida

Resposta a degrau unitario R(s) = 1/s para0<{<1: (t > 0)

c(t) =1— et | cosogt + ——— senayt
1-¢?
ou
e ~Gont 1-— QZ
c(t) =1— ———sen| ogt+ tag™ ! ——
1-¢° :
C(t)zf £=0 o |
16 =02
R e subamortecidos
I r(t) C:O';

g=2

sobreamortecido

15
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ASF — Resposta Transitéria

» Importancia dos Polos (Dominantes) e dos Zeros (Residuos)

Respostas c(t) a degrau uni

tario [R(s)=1/s] na entrada de Gi(s):

Step Response
I

5

= Gy(s)=

s+1
5

s+5

5 ~ 1,25 1,25

Gy(s)=

Gs(s)=

Amplitude

(s+1)(s+5) s+1 s+5

Gy(s)=

1,11(s+4,5) _ 1,11s+5 _0,97 0,14
(s+1)(s+5) s2+6s+5 S+1 s+5

0z

(s)= 5,6(s+0,9) _ 5,6s+5 =5,71") 0,15
ST (s41)(s+5) s2+6s+5 S+5 s+1

0 | | | |
1] 1 2 3 4 5 i1
Time (sec)
Step Response
T T T T T
.......................................................................... (s+1)2+22_52+25+5
26 26
................................................................................. Go(s)= 5— =3
(s+5)°+1 s“+10s+26
130 130

(s2+2s+5)(s®2+10s+26) s*+12s°+51s2+1025+130

7,65[(s + 4)% +1] 7,65s2+61,2s +130

Go(s) = _
54 +1253 +51s2 +102s +130 s4 +12$3 +51s2 +102s +130

|
2

3 4 5

Time (sec)

Obs.: Todas as Gj(s) tém Ganho Estatico ou DC (CC) =1

16




ASF — Resposta Transitoria

Definicoes e Especificacoes da Resposta TranS|tor|a
c(t) Ultrapassagem ou
Sobressinal maximo = M,

O e e e ey
£0,02 0u 0,05 f

|
! |
ty /= tempo de atraso |
0,5 : : | €ss = erro de
: : : regime permanente
!
% l } 2 3 *
Voo
tr= tempo de subida
T - ts = 3/w, = 3T (erro = £ 5%)
tr = (¥ 018
ts = 4/, = 4T (erro =z 2%)
c(t,) —c() 3 .2
0=—" x100[%] = M, =e "/ V175" L 100[00]
c(o0) P
: : : SR(s)
e, =lim_, e(t)=lim,_ ysSE(S) =lim,_,,
SS —>00 S— S— 1 n G(S)H(S)

Planos=ctjo 4 jo [rad/s]

- ] 0q

o[s™]

[

Exercicio e Sistemas de Ordem Superior - Polos Dominantes
17



ASF - Gréficos de Fluxo de Sinal
7 - Diagramas (Graficos) de Fluxo de Sinal

« Melhor que Diagrama de Blocos para sistemas mais complexos
« Possui uma Formula de Ganho de Mason

no
ganho do ramo ~N N(s)

N
l () \ )
R(s) E(s) C(s) R(s) 1 E(s) Gi(s) Ga(s) C(s)
Ga(s) _’®_' G2(s) > : o > o > o >

H(s)

A

Percurso ou Caminho (P) = um ramo ou uma sequéncia continua de
ramos entre dois sinais (n0s)

Lacos (L) Disjuntos = néo possue(m) no(s) comum(ns)

A dependéncia linear Tj; entre a variavel independente x; (entrada) e
uma variavel de saida x; (saida) € dada pela férmula de Mason:

_ Z“k I:)ijkAijk

]

,onde:

Pijk = k-ésimo percurso ou caminho entre a variavel x e a variavel X

Ajjk = cofator do percurso P jjk
A = determinante do diagrama

A=1-23La+Zpclplc-2Zdefldlelst..

Y2 La = somade todos os ganhos de lacos diferentes

2p.c Lp Lc = soma dos produtos de ganhos de todas as combinagdes
possiveis de lagos disjuntos 2 a 2

2defldLels = soma dos produtos de ganhos de todas as
combinacdes possiveis de lacos disjuntos 3a 3 etc

A = € 0 determinante do k-ésimo percurso, removendo-se todos 0s
lacos que tocam este percurso (ou caminho)

18



ASF - Gréaficos de Fluxo de Sinal
Exemplo 1: Gy

R() 1

3 Percursos ou Caminhos: -H1
Pl = Gl Gz G3 G4 G5 G6
Pz = G]_ Gz G7 GG
P3 = G]_ Gz Gg G4 G3

8 Lacos:
L1:'GleGgG4G5GeH1 L2:'GzG3G4G5H2
L3=‘G5G5H3 L4='G4H4 (l)
Ls=-G2 Gy H: (1)(2) Le=-Gg Hs (2)
L7='GleG7GeH1 (1) L8='G1G2G3G4GgH1

Lacos disjuntos: (1) Ly ndo tocalLse L7 (2) Ls ndo toca Lg
Determinante:
A=1-(Li+L,+Ls+Ls+Ls+Lg+L;+Lg)+(LsLls+LysL;+ LsLe)

Cofatores:
A1=A3=1 A2:1'L4:1+G4H4

Funcéao de Transferéncia T(s):
Y(s) P+P,A,+P;

T(s)=
R(s) A
Exemplo 2:
A Xgt A Xo ¥ =Xy r 1 =
Ay X1t A Xo 1 =X / = X1
variaveis \variéveis
4 Percursos: de entrada ary a12  de saida
Pi=1 (ri—>xy)
P2 =au (1 = X») 2 : X2
P;:=1 (r2 — X»)
P,=a (rz — X3) 422
3 Lagos:
L, =au ~
L, = 8 } lacos que nao se tocam

L; = a;; ay; (toca os outros dois lagos)

A=1-(Li+ Lo+ L)+ (LiLy)=1-au -ax-anax+anax
19



ASF — Graficos de Fluxo de Sinal
Para a variavel de saida x;: Pi1xA;=1x (1-ax)=1-ay
P,xA,=apx1=a;, logo:

_1l-ay, ajp
1= ——501 + ==,
A A
Como a variavel de saida x, € simétrica a X,, temos:
1-a a
X, =—tlp, 4 T2y
A A

Ou usando a regra de Cramer, temos:

_ (A-ayp)r+apn
(1-a51)(1-ay)—apasn

_ (A-ay)rp+ann
(1-a51)(1-ay)—aasn

X1

X2

Exemplo 3: R Vas) R
+ , ~———o+
l(s) —1— ]
Entrada = V,(s) Il(S)R 2 )C/\ V;(s) = Saida
- 0 O O -
|1: (Vl—Vz)/R
|2 = (V2—V3)/R
V2 = (ll - |2) R
V3 = (1/CS) P
oL
V1 -
1 Percurso:
P.=1/(RCs)
3 Lacos (todos os lagos tocam P, e L; e Lz ndo se tocam):
L]_:'l LZ:'l L3='1/(RCS)
T(s) = Vi(s) P,

Vi(s) 1-(L,+L,+Lg)+L,L,

T(s) = Vi(s) _  1/(RCs)
Vi(s) 3+(2/RCs)

Vi 1 _ 1/3RC

V; 3RCs+2 s+(2/3RC)
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ASF - A¢cdes Bésicas de Controle (PID/AO)

8 - Acoes Basicas de Controle

-~

Controlador

R(Ss) C_QE(S)

Ge(s)

| B(s)

Atuador Processo
U(s) C(s)
o A(s) ] Gw(s) 1>
H(s) [¢

Sensor, Medidor ou Transdutor

» Controlador de 2 Posicoes ou liga-desliga (on-off)

R(s)

Sinal de entrada = r(t)
ou referéncia

E(s)
e(t)

Controlador

i | U(s)
>
u(t) = acéo de controle

— M,

(sinal de saida
do controlador)

Sinal de erro atuante

ut) =M, para e(t)>0

ou

ut) =M, para e(t)<0

Para e(t) = 0 = Histerese
ou intervalo diferencial
ou banda morta

My
> v N

A 4

My

» Controlador Proporcional+Integral+Derivativo (PID)

»
»

R(S)C 9 E(s

s

v

Controlador: Kp + (Ky/s) + Kps
ou

U(s) Kps® + Kps +K,

E(s) - S

U(s)

(*) Nao-causal
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ASF - A¢cdes Bésicas de Controle (PID/AO)

(*) Nao-causal = diferenciador =z Kps/(Ts+1), onde T <<Kp

de(t
u(t) = Kp e(®) +K, [ e(r) dr+Kp (®
Efeitos na | Tempo de |Ultrapassagem | Tempo de Erro de
resposta Subida |ou sobressinal| Acomodacao | reg.perm.
Kp T diminui aumenta pequena diminui
variagéo
K, T diminui aumenta aumenta elimina
pequena o o pouco
Kp 0 variacio diminui diminui efeito

Obs.: Esta tabela serve apenas como referéncia uma vez que a
variacdo em um dos ganhos muda o efeito dos demais.
O Controlador P possui um eg (erro residual ou “offset”), para
entrada em degrau, se o sistema nao possui pelo menos um
integrador.

Exemplo de Aplicacao:

> Amplificador Operacional (AO)

Caracteristicas:

V- -
<\\ o v K =10’ a 10° de CC até 10 kHz
v o——4 | (Paraf>1MHz = K 2 1)
A Vo
v _ M V' Zin>>0 (Zin > o) e Zyy=0
Vo =K (V' =V)
Exemplo 1: I\m
ALY L= (Vi=V) /Ry
Rl |2 :>
o_/\/\/v\ = - - |2:(V-—Vo)/R2
CS T -
. ; A i i
Vi b Vo Vi—V _ V-V
\1/ \i/ \:/ Rl R2
o O
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ASF - A¢cdes Bésicas de Controle (PID/AO)

Como K(0-V)=Vpo e K>1 = V =0, logo:

%il :_V?OZ \\\20 =- I;i > Generalizand[> %IO - - %21

Y
Controlador tipo P
(inversor)

Exemplo 2 (somador e multiplicador):

AN
R R R, R
ea(t) + o—AANN o- €a(t) +0 '\/\F\<\/‘ MW
R L o+ ep(t) +o ’\W o-
ep(t) +o AN\ o+ eclt) + o—l\/I\Qf\/\— L o+
] é eo(t) ot eo(t)
(e 0o -
-0 O- e
€ =€ - €, € = -[(RIRa)ea+(R/Ry)er+(R/Rc)ec]

Exemplo 3 (PP2.4 do Dorf 112 Edic&o):
Determine a funcao de transferéncia Ey(s) / Ej(s), admitindo
o AO como sendo ideal, e obtenha ey(t) quando a entrada
ei(t) = At, parat >0.

ei(t) Ra

— . AmpOp 741

Vide Anexos: Circuitos com Amplificadores Operacionais
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ASF - Espaco de Estados

9 - Espaco de Estados: Equacoes de Estado e de Saida

Teoria de Controle Moderno x Controle Classico (*)
(*) Representacao Unica, externa, Cls=0, monovariavel (SISO) e F(s)

uy(t) ——» —— ()
Excitacdo ou | UY2() ——> Estadox() |5y, | variaveis de

de Sistema
Entrada = u(t) DinAmico Saida = y(t)

in

Condicdes Iniciais = x(0)

Umn(t) ——» YA ()

Xy (t)
X, (1) | = Vetor de Estado x(t)n.1 - Menor conjunto de variaveis de estado tal
X(t) = ) que o conhecimento destas variaveis, em t = to, € da entrada u(t)mx1
' (t > tp) determina completamente o comportamento do sistema para
| X, (1) ] qualquer instante t > tq .
Obs.: x(t) podem ser ndo mensuraveis e ndo observaveis, mas isto

nao é conveniente. Melhor usar x(t) com significado fisico.

N de varidveis de estado = N® de integradores (dispositivos de memoéria)

>:<1(t):f1(x1,x2,...,xn,ul,uz,...,um;t)
Xo(t) =f2 (X1, X2, .oy Xp, Uz, U2, .oy Uy 1) .

: x(t)y=f(x,u,t)= Equacdes de Estado (1)
Xa(t) = fo (X1, X2, oy Xns Uz, Uz, oo, U s t)

As saidas yi(t) , yo(t) , ..., yi(t) (y(t)x1) podem ser dadas por:

yil) =91 (X1, X2, ..., Xn, U, U2, oovy Um s t)
Ya(t) =92 (X1, X2, ooy Xn, Up, Ug , ooe, Uy s )

: y(t) =g (x,u,t)= Equagdes de Saida (2)
Yet) =9r (X1, X2, ..., Xn, Uz, Uz, ..y U 5 )

Linearizando as equacgodes (1) e (2) em torno do estado de operacéo:

X(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t)
y(t) = C(t) x(t) + D(t) u(t) , onde:

A(t) = matriz de estado (nx n); B(t) = matriz de entrada (n x m);

C(t) = matriz de saida (rx n); D(t) = matriz de transmisséao direta (r x m).
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ASF - Espaco de Estados
Se as funcgdes vetoriais f e g ndo envolverem t explicitamente (sistema
Invariante no tempo), entdo se pode escrever as equacoes de estado e
saida da seguinte forma:

X(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)

Diagrama de Blocos de sistema de controle linear e continuo no
tempo representado em espaco de estados:

~ D

t (t t
u(t) 5 X(t) jdt: x(t) c y(t)

x©)1

A

Exemplo Massa-Mola-Amortecedor(atrito):

Yl

my+b y + k y = u = sistema de 22 ordem = 2 integradores
k
forca u(t) = entrada x1(t) = y(t)
— 2 variaveis de estado .
- Xa(t) = y(1)
m ).(]_ = X2
equilibrio (s/ forca) Dai, temos:

ldeslocamento y(t) = saida Xz = - (KIm) X, - (b/m) Xz + (1/m) u

I

Sob a forma matricial:
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ASF - Espaco de Estados

SRy N gL R i R B

’XQ b/m

T kim l¢

»
»

A

» Correlacao entre Funcoes de Transferéncia (FT) e Equacodes

de Espaco de Estados (EE) — exemplo para um sistema
monovariavel:

Y(s) X(t) = A x(t) + B u(t)
FT:®=G(S) e EE > {y(t)=Cx(t)+Du(t) = £

s X(s) —x(0) = A X(s) + B U(s)
Y(s) =CX(s)+DU(s) supondoCls=0 =

SX(s)- AX(s)=BU(s) = (sl — A) X(s) =B U(s) = pré-mult. por (sl - A)'1

X(s) = (s1— A)' B U(s), subst.em Y(s) = Y(s) = [C (s| —A)*B + D] U(s)

Cadj(sl—A)B+D det(sl—A)

Comparando com a FT=G(s)=C(s| — A) 'B+D= det(s1—A)

Do exemplo anterior:

s -p il °_[° 1T o 10
- 0 s| |-k/m —b/m][ [1/m =

-1
-1 0 b/ 111 O
G(s) =1L O]{S { }:[1 0l —p k{“( ™ H }
kim s+(b/m)| [1/m 2,0 K[ -kim s|[1/m
m m
1 Q(S) = polindémio em s
G(s) = i - G(s) =
(5) ms? +bs + k = Generalizando: G(S) ‘sI—A‘ = polindmio caracteristico

N /

polos < autovalores (A)

Obs.: Para um sistema com multiplas entradas e saidas:
Y(s) / U(s) = G(s) = Matriz de Transferéncia (r x m)

Matlab: [A,B,C,D]=tf2ss(num,den) = [num,den]=ss2tf(A,B,C,D,u;)
u; = n® da entrada quando u; >1
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ASF - Espaco de Estados
10 - Representacao de Sistemas Dinamicos por Espaco de
Estados
Um sistema dinamico formado por um numero finito de elementos

concentrados pode ser descrito por equacbes diferenciais
ordinarias em que o tempo (t) € a variavel independente.

Equacéo Diferencial de ordem n = n Equagdes Diferenciais de 12 ordem
(representacédo Matricial)

> Equacao Diferencial Linear com excitacao u(t) nao envolvendo
termos em derivadas
(n) (n-1) (n-2) .
y+a y +a, y +..+anqy+apny=bsu (1)
° oo (n—l)
Conhecendo y(0);y(0);y(0);...; y (O) e a entrada u(t), pode-se
determinar completamente o comportamento futuro (t > 0) da saida y(t) do
sistema.
P LX) (n_l)

Definindo X, =y ; X, =Y ; Xz=Y ,; ... ; X,= Y , pode-se
reescrever a equacao (1), como:

Xl(o) ° ° °
1 X1=Xy, , X2=Xg3 ; X3=X,4 , .. ,
Xa(s) 1 st Xy(s)
.. —aX,+b,u ou

Xa(S)

Xn ==8p Xy —8p_1Xy —8p_pX3 —

y(0)/s
1 °
o x=AX+Bu ou
X4(s) e
Y “1 ' 7To 1 o 0 1% ] [0]
X2 0 0 1 0 X5 0
_ ’ :: + u
* 0 0 0 1 Xn_1 0
Xn-1
N =8y —@n1 —Qup - —a; L Xn _bn_

Logo, a equacao da variavel de saida pode ser escrita:
Xl

y:[l 0O 0 .. 0] : ou y:CX e D=0
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ASF - Espaco de Estados
Diagrama de Blocos das Equacgfes de Estado e Saida:

u ).(n Xn = Xn-1 X2 _ X1 :y
— bn 2} gl j S j (=) I .[ T J. "
R y y y
\4 Y A4 \ 4
a; ay dn-1 an
+
<t
/
Obs.: Chamada de representacédo por variaveis de fase
. Exemplo

Obter uma representacdo no EE do sistema definido por
y+6y+11y+6y=6u
Definindo x4=y ; X;=y e X3=y =

X=X,

X2:X3

X,=-6Xx,-11x,-6X%,+6u

ou na notacdo matricial:

X o 1 0|[x,] [o
X2 | = 0 0 1| X, +|0|u
M -6 -11 -6 || x,| |6
I B \ -/ —
A B

——| X, =
C D
X
U 5l 6 SN RN S,
S S

A

A
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ASF - Espaco de Estados
v' Autovalores A da Matriz A, Ssao as raizes da equacdo (ou
polindmio) caracteristica; Al =A| =0 [detM=-A)=0] =

A -1 0
0 A 11 =0 =
6 11 A+6

A+6A7+11A+6=0 = A+1)A+2)(A+3)=0
AutovaloresAdeA=-1,-2e-3 Obs.: Matlab = eig(A)

v' Esta representacdo ou realizacdo em EE ndo é Unica. Vejamos
outra forma a partir da expansao em fragdes parciais da FT:
Y(s) 6 B 6 N
Us) s’®+6s’°+11s+6 (s+1)(s+2)(s+3)

Y(s) _ 1 I I's
= + + =
U(s) s+1 s+2 s+3

3 -6 3
Y(Ss)=——U(S)+ ——U(s) +
() s+1 (s) S+2 () sS+3

U(s)

Definindo: xl(s)zsilws) —  sX,(s)+X,(s) =3U(s)
+
X,(5)=—C Us) = sX,(s)+2X,(s)=-6U(s)
S+2
X,(s)=——U(s) = sX,(s)+3X,(s)=3U(s)
s+3
Achando a Transformada Inversa de Laplace (£"):

X, =—X,+3u

X, =—2X,—-6u L
Forma Canonica

y=X,+X,+ X,

X -1 0 0] x, 3
Ou naforma matricial: | x| =| 0 -2 0| x,|+|-6|u
s 0 0 -3|| x, 3
L "
y:[l 1 1] X,
X
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ASF - Espaco de Estados

+
> 3 — 1 X1
S
+
1 |
+
+ X y
U » 6 —— 1 2,
s +
+ +
2 |e
+ X3
o s 1
s
+
3 |e

(*) Se h& autovalores multiplos, a diagonalizacdo pode ser impossivel
= solucéo é a Forma Candnica de Jordan

» Equacao Diferencial Linear com excitacao u(t) envolvendo

termos em derivadas.
@ (n-1) (n-2) . @ (n-1) .
y+a, y +a, y +...+a,,y+ay=b,u+b;, u +...+b, ;u+b,u (2

O meétodo direto anterior ndo serve, pois pode nao fornecer uma
solucéo unica. E usado um método que elimina as derivadas de u na

equacao de estado:
Diagrama de Blocos das Equacdes de Estado e Saida

\ 4 \ 4 \ 4
Bn-1 B1 Bo
[ ] + + +
X [ ]
u Bn n j Xn Xn ]__ - J X2 > Xl j Xl o —
+ + + +
A
B v \4 \4
a; dn-1 dn
+ + o+
+ ——————
y=X;+Bou = X, =y-Bou
[ ] [ ] [ ] [ ]

X1=Xp+Pu =  Xp=X1—Piu=y-Bou-—-PByu
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ASF - Espaco de Estados

X2 =Xz +BoU =  Xzg=x2-Bou=y-Pou—-Pu-Pou
Xn-1=Xp +PBp-1U =
o (n-1) (n-1) (n-2) .
Xp=Xn-1-Bpau= Yy —-Bp U By U —...=BppUu—PBu U

Onde B’s sao determinados através de:
Bo = bo
B1 = b1 —aifo
B2 = b, —aif1 —asBo
Bz = bz —aifz — axB1 — asPo

Bn=bn—aiPn1—aPn2— ... —anPo
Com esta escolha, que ndo é Unica, garante-se a existéncia e a
unicidade da solucéo de estado:

X1=Xy, +BiU X2 =Xz +BouU ; X3 =Xg4 +B3U
Xn1 =Xy + By U
Xn =—8p Xy —8p_1 Xp = —& Xy +B, U
Ou na forma matricial:
X1 — o _ _
. 0 1 0 0 X, By |
X2 0 0 1 0 Xy B,
- + u
. 0 0 0 e 1 X, B4
Xn-1
. __an —a,; —a,, —a, __Xn _ L BnJ
E a saida é escrita:
]
X2
y=[L 0 0 ... 0] |: |+Bou
Xn
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ASF - Espaco de Estados
Neste caso, a representacédo por funcao de transferéncia é (ss2tf):

Y(s) b,s"+bs"" +b,s"" +---+b _,s+b,
Us) s"+as""+a,s"’+--+a_,s+a,

Exemplo
Obter uma representacao no EE para o sistema:

U(s) 4 (s +4) 40 Y(s)
+ s+16 s(s+2) -
Ys) G 160(s+4)

Us) 1+GH s°+18s2+192s+640

A equacdo diferencial corresponde é:

Y + 18y +192y + 640 y =160 U + 640 U

Onde: a3 =640 ; a, =192 ;a; =18
b;=640 ; b, =160 ;b;=byg=0
Bo:bozo
Blzbl_alsozo
,=b, —a,B, —a,B, =160
B;=b; —a,;8, —a,B; —a; B, =—2240

Entdo a equacédo de estado do sistema é:

X1 O l O Xl O
X2 | = 0 0 1 X, | +| 160 |u
)'( -640 -192 -18 X3 —2240
3
Xl
Eaequacdodesaidaé: y_[1 o 0 X,
X

3

Obs.: Se by =Bo=0 = D =0 (n® polos > n® zeros)
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ASF - Espaco de Estados
» Outras formas de representacao no Espaco de Estados:

U(s) 2(s+1)(s+3) Y (S) K=2
s(s+2)(s+4) zeros = -1e-3
polos = -0,4859; -2,4280 e -5,0861

Y(s)  2s°+8s+6 25118572 +657°

UGS) s3+852+165s+6 1+8sL+1652 4653

a) Forma Candnica de Variaveis de Fase

Obs.: Usa a acéo a frente das variaveis de fase x1, X2 e X3

b) Formato de Entrada com Acao a Frente (feedforward)

Obs.: Usa a acéo afrente da variavel de entrada u
33



ASF - EE: Modelagem
11 - Modelagem de Sistemas Fisicos

> Sistemas Mecanicos (Movimento de Translacao)
Ex.: acelerdmetro

22 Lei de Newton: ma=XF
2
mdY :b(d—u—d—y]+k(u—y)

dt? dt dt

d2y dy du
m—-+b—=—+ky=b—+ku

dt? dt dt

Supondo Cls=0 = y(0) = y(0) = 0 §> (ms®+bs+k)Y(s)=(bs +k) U(s)

b k

Funcao de Transferéncia: Y(S): ESH( —_m m
U) ms?+bs+k g2 b Kk
m m

Representacéo por Espaco de Estados:
.y.+a1§/+a2y=boU+bll]+b2u

a;=b/m ; ax=k/m ; bp=0 ; bi=b/m ; bo=k/m
Bo=bo=0 ;

B1= bl-al Bo=b/m ,

l32= b, —a; Bl —az Bo =k/m - (b/m)
X1=y-Pou=y

Xo= X1 - B1 U = Xy - (b/m) u

r

) X1= X, + (b/m) u

(Xo= - @, X1 - a1 X2 + B2 U = - (k/m) X1 - (b/m) X2 + [k/m - (b/m)] u
ou

X1 _{ 0 1 HM} bm 7
. |- (k/m)—=(®/m)|| x5 | | (k/m)-(b/m)

y=[ 0] {Xl}

X2
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> Sistemas Elétricos

ASF - EE: Modelagem

Leis de Kirchhoff:

[ di 1.

L— +Ri+=[idt = ¢
dt C

£
Supondo Cls=0 =+«

\

éjidt =€,

E; =Lsl(s) +RI(s) + iI(s)
Cs

1
E,=—I(s
o CS()

Funcao de Transferéncia:

Eo(s)  1/Cs 1

(L/LC)

Ei(s) Ls+R+(1/Cs) LCs2+RCs+1 s2+(R/L)s+(L/LC)

Representacédo por Espaco de Estados:

€0+ (RIL) €0+ (1/LC) eo= (L/ILC) &j = 85 =-(L/LC) e - (RIL) €0 + (1/LC) &

r
X1=€o =Y , U=¢6j
X2= €09 = X3

Y

r

[ ]
X1= Xo

X,= - (L/LC) X1 - (RIL) X, + (1/LC) u

ou

X1 _ 0] 1 X1 N 0 y
e | |-(@/LC) —=(RIL)||x,| |2/LC

X2

y=[t o] {Xl}

X2

Obs.: Fazer outra realizacdo com Xx; = v¢

e X2:i|_
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ASF — EE: Sistemas Analdgicos
» Sistemas Analoégicos (Analogia Mecanico-Elétrica)

s
L
k§ R
T
| <:> e(t) i(tD ==C
m
| L9 Riv Lidt=e
|::| dt C
b mmm X
—1 Mas i:d—q , logo:
Y/ dt
2 2
md—x+bd—x+kx:f = Ld—q+Rd—q+iq:e
dt?  dt 1 dt2 dt C '

analogia forca-tensao

Grandezas andlogas: m<L ; bR ; ke 1/C

Ou:
1 e de . de i in icy
“ledt+=—+C—=i,mas e=—~ - L oy
Lj TRt dt '(t)¢ l%L l?R AR
2 2
md—)2(+bd—x+kx=f = Cd—(2p+£d—<p+1(p=i
dt dt T dt Rdt L T

analogia forca-corrente

Grandezas andlogas: m< C ; b 1/R ; ks 1/L

Comparacédo: Simulacédo Analdgica x Simulacao Digital
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ASF - Solucéo das Equacdes de Estado de Saida

12 - Solucao das Equacoes de Estado e de Saida (Sistemas LIT)

> Solucao Nao-Forcada (Resposta Natural) = u(t) = 0 (EE homogénea)

{k(t) =Ax®) e x(0)%0 ou =0
y() = C x(t)

a) Como solucdo da equacéo diferencial escalar = x(t) = a x(t) , pode-se
encontrar x(t):bo+b1t+b2t2+. o bt +L L.

Substituindo a solucéo na eq. dif., temos:
bi+2byt+3bgt>+ . + kbt +. . =a(o+byt+bp e+ . +bct<+ )

Igualando os coeficientes de t, temos:
b1 = abo
by = (1/2) aby = (1/2) aby
bs = (1/3) ab, = [1/(3x2)] a° by

bk = (1/k?") a bo , onde bg = x(0) , ou seja , valor de x(t) em t=0
Portanto, a solugao x(t) pode ser escrita como:
X(t)=1+at +%a2 2 oot %ak € + ---) X(0)

x(t) = e x(0) (Série de Taylor)

b) Agora resolvendo para eq. diferencial matricial-vetorial = x(t) = A x(t) ,
onde x(t) € um vetor n-dimensional e A é uma matriz constante n x n

Analogamente, temos:
x()=bo+bit+byt?+.. . +bht+. ..

b1+2 by t+3 bg t2+. . +k by 5. . .= A (bo+by t+by . . +by %+, . )

b1 =Abg
bo = (1/2) Aby = (1/2) A®bg
bs = (1/3) Ab, = [1/(3x2)] Abo

b = (1/K) A¥bg , onde bg = x(0)

E a solucéo é:
x(t):(I+At+%A2t2 +---+%Aktk 1) x(0)
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ASF - Solucéo das Equacdes de Estado de Saida

A série entre parénteses converge para todo o valor finito de t e € uma
matriz exponencial n x n:

00 k (k
eAtZZAt

x(t)=e"'x©) (1)

Propriedades da Matriz Exponencial:

At
1) de —Aeft—efta
dt
2) eA (t+s) _ eAt eAs
3) At oAt _ At QAL _ JA(t-Y)

: At , At At , . .
4) Logo,ainversadee é e —> e e nao-singular

(A+B)t _ At Bt
e e e

5) se AB=BA

(A+B)t = At Bt
e e e

6) se AB#BA

c) Abordagem da Transformada de Laplace (£)

L] £
Para o caso da eq. diferencial escalar x(t) = a x(t) = s X(s) — x(0) = aX(s)
1

o X(s) (s—a)=x(0) = X(s)=(s—a)tx0) = x(t)=e? x(0)

- - - - L] £
Estendendo para eq. diferencial matricial x(t) = A x(t) =

s X(s) = x(0) =AX(s) = (sl - A) X(s) =x(0) = X(s) = (s| - A)'1 x(0) (2)
Comparando (2) com (1): X(s) = (sl - A)'1 x(0) ‘g x(t) = eA t x(0) ,

Verifica-se | £(s1-A)Y] = e '=1+At+ (A%2/21) + (A%3/31) +...

Logo (sl —A)t=(I/s) + (A/s?) + (A%/ S®) + (A%/ s + ...

38



ASF - Solucéo das Equacdes de Estado de Saida

» Matriz de Transicao de Estados = ®(t) = et

x(t) = e x(0) = d(t) x(0)

I
-~ N

contém toda a informacgéo sobre os movimentos livres do sistema

@(t) é uma matriz n x n e a solugdo tnicade ®() = A ®(t), @)=

Observe que X(t) = ®(t) x(0) = A ®(t) x(0) = A x(t) e ®(t) =L (sI-A)"]

Se os autovalores Aq, Ay, ... , A, da matriz A sao distintos, entdo ®(t)

p . At ALt At
contera n exponencials: et ,e?2 ,...,en

Propriedades da Matriz de Transicdo de Estados:
1) ®0)=e"%=

2) o) =e”' =Y = @] ou @7(1) = o)

AT ) — oAl oAl = oty B(1y) = B(1,) B(Ly)

3) Ot +ty) =e
2 1" =[e"] =
5) (D(tz - t]_) (D(tl— to) = (D(tz— to) = (D(t]_— to) (D(tg- tl)

Exemplo - obtenha a matriz de transicdo de estados ®(t) do sistema
massa-mola-amortecedor (m=1 kg; k=2 N/m e b=3 N/m/s):

{’:‘1}:{_0 1}{X1}+E}}u — o =e"'=YsI-A)Y

X, 2 -3||X,
sI—A—S 0_ 0 1| |s -1
_[o s} {—2 —3}{2 s+3}
s+3 1
(s1-A)" = 1 s+3 1 _ (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
(s+1)(s+2)| -2 s -2 S
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
At 1 4 ga~t _ g2t e l_ a2t
B =e =LE1-A]= [2e‘2t—2e‘t 2e 2t et

Matlab: A=[0 1;-2 -3];syms t;expm(A*t)
39



ASF - Solucéo das Equacdes de Estado de Saida

» Solucao Forcada = u(t) # 0 (EE nao-homogénea)

a)

b)

Eq. diferencial escalar = x(t) = a x(t) + b u(t) = X(t) - a x(t) = b u(t)
Multiplicando por e, temos:

e [x(t) - a x(t)] = % e xt)] = e b u)

Integrando de O a t, resulta em:
t t

e ' x(t) =x(0) + [e®"bu(t)dr ou x(t)=e*x(0)+e*[e * bu(r)dr
0 0

\ J - J/
Y Y

Resposta a condicéo inicial x(0) ﬁ Resposta a entrada u(t)
Equacao diferencial matricial =
X@)=Ax{t)+Bu®) e x(0)#0ou=0
Pré-multiplicando por et , temos:
e M K@) - A x(1)] = % e 'x®]=e™'B ut)
Integrando de O a t, resulta em:

t t
e M x(1)=x(0) + [e A TBu(r)dt ou x(t)=e ' x(0) + [e* "I Bu(r)dt
0 0

Reescrevendo usando ®(t), vem a solucéo de X(t) = A x(t) + B u(t):

t
X(t) = ®(t)x(0) + [D(t - 1)Bu(r)dr
0

c) Abordagem da Transformada de Laplace (£)

X()= A x(t) + B u(t) °:g> sX(s) —x(0) =AX(s) + BU(s) =
X(s) = (sl - Ay x(©0) + (sI-A)'B UE) =
-1

X(s)= £[eAt] x(0) + £[eAt] B U(s) £Q> usando a integral de convolucéo

t
x(t) = ™' x(0) + [ertg u(x) dt
0

Se o instante inicial é diferente de 0 (tp), teremos:

t
x() = e x(tg) + | 0B u(r) de
t
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Exemplo - obtenha a resposta y(t) no dominio do tempo do sistema:

)10 114 + |9 u(t) onde u(t) é a funca itari
. = cao degrau unitario
[X2 ® ] ['2 '3] [XZ (t)] [1] ocorrendo em t=0 [u(t) =1(t)].

t
y=[1 0] 2 8] Supor Cls=0 = x(0) = 0
Do exemplo anterior, temos:
2et — ™ e'—-e™
o) =e™'=
-2e'+2e™ —e ' +2e™
Portanto, resposta x(t) ao degrau unitario é:
t —(t-1) _ o-2(t-1) —(t—-1) _ o—2(t-71)
x(t) = At x(0) + [ | *© © © © m [1 dr
0 l-2 e—(t—r) ) e—2(t—r) _ e—(t—r) 42 e—2(t—r) 1
ou

{xl(t)}{ set_e 2t et _e 2t Hxl(O)} +[(1/2)—e‘t+(1/2)e_2t]

X2()] [-2e7t+2e7? —eti2e72|[X2(0) e l- e

Admitindo x(0) = 0, entdo a resposta x(t) pode ser simplificada para:

{xl(t) } {(1/ 2)—et+(1/2) e2t]
= 120

X (1) t_ g2t

e — e
Como C=[1 0] e D=0, asaida y(t) = x1(t):

t
y(t) = C e™' x(0) + JO c e*"I B u(z) dr + D u())

V(O = xa) = (U2) - € + (1) e

Obs.:
X =vetor n-dimensional; u=vetor m-dimensional ; y=vetor r-dimensional

Matrizes Constantes: Anxn ; Bnsm © Crn © Drxm

Se a entrada € um degrau u(t) = k aplicado em t=0, pode-se obter
X (t) através da seguinte expressao (ex. A-11-6 do Ogata 32 Edicdo):

x(t) = ™' x(0) + Ate* - 1) B k

Se a entrada é um impulso §(t) = w aplicado em t=0, temos:
x(t) = e 'x(©0) +e'Bw

Se a entrada € uma rampa u(t) = vt aplicada em t=0, temos:
x(t) = e x(0) + [AZ (e - ) =AY B v
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» Outras formas de calcular ®(t)

a) Usar a formula de Interpolacéo de Sylvester:

At B,
e :aol+a1A+a2A2+...+0Ln_1Anl,Onde:

a.l) A possui autovalores distintos Ay # Ay # ... # A

(X,o+(117\.1+(127\,12+ A +(X,n_17\,1n-1=e)\'1t
(X,o+(117\.2+0,2}\.22+ Ce +an_1k2“'1:ex2t
Oo+ 0L A+ O A2+ ...+ 0 Ay =g Mt
: . At — TN MtTID A% :
Ou diretamente através de: €™ = YL, e [[jzg — = ou ainda:
j#i :
1 A A2 eMt]
1 7\‘2 7\,2 At
e
det g =0 = exemplo paran=3
1 7\43 7\,3 e}"3t
I A A2 At

a.2) A possui autovalores multiplos, por exemplo:

AM=Ar=A3 € AMg#A5# ... # A, Neste caso temos:
o +30zA;+. .. +WGW1 A= (t42) e Mt

(11"‘2(127\,1"'3(137\,12"' .. .+(n-1) an_lxln'lzte}“lt

2 -1
oo+ o A+ 0 Ag +...+(1n_1}\,1n =e’“1t
2 -1
oo+ 0y Ag+ 0x As +...+(X,n_1}\,4n = @ Mt
_1_
oo+t oy Ay +op Ay + + Olp.1 A =g Mt

Obs.: Vejam também pelo método do Teorema de Cayley-Hamilton
eAt—Z akAk e ehi= Z akl K para ; distintos
b) Transformar A em matriz Diagonal (veremos adiante)

c) Forma Canb6nica de Jordan (veremos adiante)
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13 - Discretizacao da Resposta no Dominio do Tempo

A resposta de um sistema representado no espac¢o de estados pode ser obtida
utilizando-se uma aproximacao discreta no tempo. Este método € adequado para
o calculo numérico e analise através programas computacionais.

Neste processamento, os valores das variaveis de estados x(t) sdo calculados
para sucessivos intervalos de tempo t =0, T, 2T, 3T,..., onde T € o incremento de

tempo At (Método de Euler). Quanto menor for At (suficientemente pequeno em
comparacdo com as constantes de tempo do sistema), menor sera o erro em
relacdo a solucéo exata.

dx(t)

Dada a equacao de estado EE (LIT): = A x(t) + B u(t)

L ) dx(t) _ x(t+At) - x(t) ]
E a definicdo de derivada: _dt = ||mAt—>0 —At = pode-se aproximar a
dx(t) _ x(@+T) - x(t) _
EE para = onde At =T = pequeno intervalo de tempo

dt T

Desse modo, podemos escrever a equacao de estado da seguinte forma:
x(t+T) - x(t)
—

Resolvendo x(t+T), temos: x(t+T) = (I+TA) x(t) + T B u(t)

= A x(t) +B u(t)

Se o tempo t é descrito como t=kT,onde k €0, 1, 2, 3, ..., temos que:
X(k+1)T = (1+TA) x(kT) + TB u(kT)

E o valor do vetor de estado no (k+1)gsimo instante de tempo é:
X(k+1) = (I+TA) x(k) + TB u(k) = ®@4(T) x(k) + T B u(k) ™)

Exemplo:
Escolhendo a tensdo no capacitor como x; € a corrente no indutor como X,

determine a resposta natural de y(t), considerando R=3Q,L=1H, C=1/2F e

X1(0) =x2(0) = 1. L
Y'Y o+
. il N ()] .
entrada = u(t) IC(t)l VR(t) = saida y(t)
(fonte de corrente) - | C R

-1/C v .
o D o S PR ol B o B
y=[0 R] [Xz] =  y=3Xx

Solucédo Exata:

[X1(t)] ®(t) X(0)= e x(0)= l

(2et-e?) (2e2-2¢M) l [ ]
X2(1)

2t) (2e -2t -e t)

Autovalores: A; =-1 e A, =-2 = menor constante de tempo=0,5s
Escolhendo T=0,2 s = menor que a metade da menor constante de tempo
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Da solucdo aproximada (*):  x(k+1)= (1+0 2A) x(k) + 0,2Bu(k) =

[2%11:3] - [o?z o 4] K;Eg U(k) onde u(k) = 0

Resposta no 1° instante: k=0 (t=T=0,2 s):

[ﬁ;m:[(fz o 4] K;Eg;] - [072 o 4] H [ ] = yH=18
Resposta no 2° instante: k=1 (t=2T=0,4 s):

K;g;] - [01,2 o 4] [ ] - [8:22] = y()=1,08
Resposta no 3° instante: k=2 (t=3T=0,6 s):

[x1(3)] _ [012 -0, 4] [O 36] _ [0,216] . y(t) = 0,648

X2(3) 0,36/ ~ 10,216
etc
Tempo t (S) 0 0,2 0,4 0,6 0,8
Valor exato de y(t) 3 2,011 1,348 0,904 0,606
Valor de y(t) com T=0,2 s 3 1,8 1,08 0,648 0,390
Valor de y(t) com T=0,1 s 3 1,92 1,229 0,786 0,503
Valor de y(t) com T=0,05 s 3 1,968 1,291 0,847 0,556

Calculando a Matriz de Transic&o de Estado para um At = 0,2 s com o Matlab:
A=[0 -2;1 -3];dt=0.2;phi=expm(A*dt)

phi =
0.9671 -0.2968
0.1484 0.5219
x=[1;1];x=phi*x;y=3"x(2,1)

y o
20110 | \Y®

L
25 3
Time (seconds) ) 1 1



ASF — Controlabilidade e Observabilidade

14 - Controlabilidade e Observabilidade

Antes de iniciar o projeto de um controlador é necesséario analisar a
controlabilidade e a observabilidade do sistema. A localizacao dos
polos de MF pode ser escolhida arbitrariamente se, e somente se, 0
sistema é controlavel e observavel.

» Forma Canonica Controlavel

Y(s) _G(s)= b,s®+b,;s* +b,s+b, N(s)

Us) s’ +a,s2+a,s+a, D(s)
R T
us) [ 1 | Fe . X(s) - .
— 55 NGs) [ Obs.: SISO e ap=1

F(s):iU(s) — s°F(s) +a,s°F(s) +a,sF(s) +a,F(s)=U(s) (¥

D(s)

Definindo: f(t)=x,
df(t) .
d*f(t) . .
dt2 :X2:X1:X3
Xy =—a,X; —a,X, —aX; +ut) < £
X o 1 0 [x,] [o
X2 | = 0 0 1 X, | +|0]u
s -a, —-a, -—-a,l|| X, 1

Y(s)=N(s)F(s) =  Y(s)=b,s°F(s) +b,s’F(s) +b,sF(s) +b,F(s) =
£ =  y)=b,[-a;x,-a,X,-ax; +ut)]+b,x; +b,x, +b,x, =
y(t) = (b, -asb,)x; +(b,-a,b,)x, +(b,-ab,)x,; +b,yu(t)

Xy

Y(t):[bs_a3bo b, —a,b, bl_albo] X, |+bou(t)
X3
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N4
R0
bO bl- a; bo bz- ao bo b3- as bo
u&4’®_> j X3 J X2| j X1
a as ds
&
XX
Generalizando, temos:
X1 o 1 0 011rx(Mt71 r0
S E P [ B AN G
Xn-1(t) 0 0 0 - 1 [1Ixq()] {0
L Xp() I Lan -anq -app - -aqd Lxp(t) 1t
- Xq(t)
Xz.(t)
y(t) = [bp-anbg bp-an.ibg - - by-a4bg] + bg u(t)
Xn-1(t)
L X (1)

Um sistema é dito controlavel no instante to se for possivel, por meio
de um vetor de controle u né&o-restrito, transferir o sistema de

qualquer estado inicial x(tg) para qualquer outro estado num intervalo
de tempo finito x(t).

Um sistema é completamente controlavel:
. Seodet Mc=det[B AB A°B .. A"'B] é ndo-nulo (Mc = matriz
de controlabilidade) ou se a matriz Mc (n xnm) tem posto “n” ou;

. Se, no diagrama de fluxo de sinal, existe percurso entre o sinal de
controle u e cada uma das variaveis de estado, o sistema pode ser
descrito em variaveis de fase. Um sistema descrito no formato de
variaveis de fase € sempre controlavel.

Exercicio

Matlab: Mc=ctrb(A,B) e det(Mc) ou rank(Mc)
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> Forma Canodnica Observavel Obs.: SISO e ap,=1
Y(s) b,s®+b,s®+b,s+b,

=— > = reescrevendo =
U(s) s°+as“+a,s+a,

s®’[Y(s)—b, U(s)] +s?[a,Y(s) —b,U(s)] +s[a,Y(s) —b,U(s)] +a,Y(s) —b,U(s)=0
Dividindo por 53'

¥(5)=boU(s) +- L10,U(s) - a,Y(s)+ 5 [b U(s) -, YO) + [b U(s)—a,Y(s)]

Definindo: Y(s)=b,U(s)+X,(s)
X,(8)==[0,U()-,Y(s) + X, (5)]
X,(8)==[b,U(s) - ,Y(5) + X,(5)]

xl(s>=§[b3U(s)—a3Y<s)]

£ = y(t) =X; +byu(t)
X, =X,—a,X;+(b;,—ab,)u
X, =X,—-a,X;+(b,—a,b,)u
X, =—azX; +(b;—asb,)u

X1 0 0 -al[x,] [by—a,b,
X2|=11 0 —-a,|| X,| +|b,—a,b,|u
v 0 1 -a, || Xg b,—-a,b,
Xl
yh=[0 0 1] x, |+bou(t)
X
u(t) i
A 4 \ 4 \ 4 \ 4
b3- ds bo bz- as bo bl- a; bo bo
t)
@I [T
az a a1
A A A
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Generalizando, temos:

X117 00 0 A [X(t)] [ bnanbg ]
X(t) 10 0 -2n1]| [ x(t) bn.1-an-1bg
A o 1 B L3 I RV
Xp1 ()1 [0 1 0 -a2 | Ixq4(t) bo-azby
_Xn(t)_ O-0 1 -aqd _Xn(t)_ B b1-a1bo i
X4(t)
Xz.(t)
yt)=[0 0 - - 0 11{ | |[+bou(t)
Xn—1(t)
L X (1)

Um sistema é dito observavel no instante top se, com o0 sistema num

estado X(tp) qualquer, for possivel determinar este estado a partir da
observacéo da saida y(t) durante um intervalo de tempo finito.

Um sistema é observavel:
« Se o det Mp é ndo-nulo (Mo = matriz de observabilidade) ou se a
matriz Mo (n x nr) tem posto “n” ou;

e
CA
My =| CA?

[ CA™ |

. Um sistema descrito no formato de variaveis de fase € sempre
observavel.

Exercicio

Matlab: Mo=0bsv(A,C) e det(Mp) ou rank(Mo)
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15 - Autovalores e Autovetores

Um escalar A e C € um autovalor de A se existe um vetor ndao-nulo

peC tal que:
Ap=Ap = @A-A)p=0 entao, diz-se que

p; € um autovetor a direita associado ao autovalor A,

Para que p; seja ndo-nulo = det (A;| = A)=0, ou seja, (Al — A) é singular

Interpretacao:
Pai
" .
19
Ali)i:%iﬁ_i_‘.§ ,,,,,,,,,,,,,,,,,, 30,5 * Pa
Seja um sistema representado porx =Ax + B u :
> 1° Caso: Autovalores Distintos Matriz Modal
0 1 -1 o1 1
A=|-6 -11 6| = P=[p; p, p3]=|0 2 6| =
-6 -11 5 1 4 9
-1 0 O
Pl*A*P=| 0 -2 0|= FormaCanénica Diagonal (A)
0O O -3

Matlab = [P,A] = eig (A)

0,7071 -0,2182  -0,0921
P =1 0,0000 -0,4364  -0,5523 | = normalizados (*)
0,7071 -0,8729  -0,8285

() pa’ + P2’ +pa” =1

(*) Os autovetores nao sao Unicos (existem infinitas possibilidades). Assim como os autovalores,
0s autovetores estdo associados ao comportamento dindmico do sistema (modos de
oscilagdo). Os autovetores de A também servem a outros propasitos (exemplo a seguir).
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v' Admitindo agora um novo conjunto de variaveis de estado z1, z> e
z3 (Transformacéo por Similaridade), tal que:
X1 1 1 1§z,

x=Pz = X, =10 2 6||z,| = substituindo na EE anterior,
X3 1 4 9|z,
temos:

Pz=APz+Bu =  pre-multiplicando por P'l, obtemos:
z=P'APz+P'Bu

g Z, 3 25 -2 0 1 -1||1 1 1}|z 3 25 -2||0
o z, |=|-3 -4 3(|-6 -11 6|0 2 6|z, (+|-3 -4 3||0fu
Zs 1 15 -1||-6 -11 5|1 4 9||z, 1 15 -1||6

d Z, -1 0 0] |z, -12
- _ - Obs.: EquacOes de
dt 22|=|0 -2 011zp |+ 18 U Estado “Desacopladas”

E a nova equacéo de saida é:

1 1 1)[z, z,
y=CPz = y=[1 0 0]|0 2 6||z,|=[1 1 1]z,
1 4 9|z, Z4

» 2° Caso: Autovalores Multiplos

1)
010 1 00
A=|0 0 1|=>MA-1)*=0 e P=[p; p, p3J=l1 10| >
1-3 3 1 21
1 10
Pl*A*P=|0 1 1|= FormaCanodnicade Jordan (J) (2)
0 01

(1) Veremos que também é possivel encontrar uma matriz de

transformacédo P (inversivel) capaz de reduzir a matriz A a forma
candnica de Jordan

2 J=P*A*P = A=P*J*PT e A=pxii«p?
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16 - Forma Candnica de Jordan (Caso Geral)

A existéncia de uma forma diagonal de A esta ligada a existéncia
de “n autovetores linearmente independentes associados aos
n autovalores” de A. Neste caso é possivel definir P e obter:

P AP = A

Supondo que existem apenas ‘“r autovalores distintos” dentre os
“n autovalores” de A, o polinédmio caracteristico é

pol(A) = (A =A)" 1 (A =2A2)" 2. .. (A= A" ¥

o A “multiplicidade algébrica” do autovalor A; € representada por m;.
Portanto: m;+my+...+m,=n

o A “multiplicidade geométrica” do autovalor A; € representada por L,
e €& definida como o0 numero de autovetores Ilinearmente
independentes de associados ao autovalor A;.

As multiplicidades algébrica e geométrica estdo relacionadas atraves

de 1<u<m;, i=123,..r eexiste uma forma diagonal de A se e
somentese w=m;, i=123,...,r.
Exemplo 1:
5 1 5
A=y 5| = (A -5)°=0 = M=5e m=2

0-1{(|Pw| (O a .o ~ ]
(A1-A)p, = = g|ZP1=], | a0 = unica solugéo possivel.
P21

Portanto p; =1 <m; =2 = amatriz A ndo possui forma diagonal

Exemplo 2:
1 0-1
A=[0 1 0[=>A-2)(A-1°=0=r,=2,m;=1ed,=1,m,=2
0 0 2
o
10 1]/ [o -a
(AI-A)p;=|0 1 O||py |=|0|=pi=|0 [[azx0 > M =1
0 00 0 a
[Pa1)
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0o o 1]/P12| [o a 0
(A,1-A)p,=|0 0 0||p,,|=|0|=p,=|0|e p;=|al,a=0 = O autovalor
0 0-1 0 0 0
P32

A2 possui duas solugdes (autovetores) linearmente independentes.
Portanto, A, tem p, = 2 e a matriz A possui forma diagonal.

1 0 -1 -1 1 0
A=|0 1 0| = P=[p; p, p3]=/0 0 1| =
O 0 2 1 0 O

2 00
Pl*A*P=|0 1 0|= Matriz Diagonal (A)
0O 0 1

Quando uw;<m; para pelo menos um autovalor Aj, ndao é possivel obter
uma forma diagonal. Neste caso, a forma candnica de Jordan é do
tipo triangular superior, formada de blocos de Jordan (bloco-
diagonal).

Exemplo: matriz A de ordem 9 com 4 autovalores distintos (r = 4),
sendoAd;=>m;=3ew=1;

A=>my=3eU,=2;

Azs=>mz=2epz=1e

AM=>mg=1lepy, =1

A,1 000 0 00 0 O
'0OA 10 000 00O
J,0 00 0] [00O A, 0 O OO 0O
0J,000| |[0O0OO0OIA,,O OO OO
J=/0 0 J,00|={000 0, 10 00
000J,0| |000 00 AO 0 O
0000 Js|] [000 O O O A;1}0
000 00 00 AyO
(000 0 0 0 0 0 [A]

Obs.: 1) Namero total de blocos de Jordan p =5 (W3 +Ho+Hst+]s)
2) Matlab = [P,J] =jordan (A)
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ASF — Forma Canénica de Jordan

» Calculo da Matriz de Transicao de Estados ®(t)

, At ..

Com a estrutura de autovalores-autovetores, o calculo de e = fica

“substancialmente” simplificado. No caso mais geral, o célculo de
At . .

e baseia-se na Forma Candnica de Jordan.

Vimos que:
o at+ A2y + .+ (A YK+, .. e aAk=pakp?
e =P+ PPt + PIPIRI21) 4.+ PIPI K+

=P r+at+ @22y +. .+ @ Ik + . 3P o

At Jt -
t=pe pt

Se, em particular, J = A (matriz diagonal), temos:

eM 0 ... 0 |
At_ |0 eMo0
e - . . . .

0 0 ...eM

No caso geral, J é formada por blocos. Se, por exemplo, temos:

'A;1 0 0 O
0O A, 100
J,; 0
J= =0 0 A, O O =
0 J,
0 0 0 A, 1
0 0 0 0 A,
_e)\lt tehd %tze)\lto 0 ]
0 eM teM 0 o0
el'=lo 0 eM o0 o0
0 O 0 eht el
0 0 0 0 el

Exemplo: eAt =P e‘]t pt
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ASF — Representacdo Modal

17 - Representacao Modal

Seja [Xx=Ax+Bu fazendo x =Pz onde
y=Cx+Du

Z= novo conjunto de variaveis de estado (z:, z», Z, ...

associadas respectivamente aos modos A4, Ay, As, ...) €
P = colunas com os autovetores a direita de A, temos:

Pz=APz+Bu = pré-multiplicando por P'l, obtemos:
y =CPz+Du

{i:P‘lAPz+P‘1Bu _ {22Az+(]3u
y=CPz+Du y=Cz+Du ,onde:

A =P'AP = matriz diagonal;
B=P'B = seaiésima linha de @ for nula, as entradas (u) néo
tém efeito de controle sobre o modo z; e

C=CP = se ai-ésima coluna de C for nula, o modo zj ndo é
observado nos sinais de saida medidos (y).

Exemplo:
L[ -7 -2 6] [xq] 11 0
at Xo|l=12 -3 -2||Xy|+]1-1 LJ = duas entradas
| X3 -2 -2 1| X3 10
AN -
v 11 1] %2 = uas saidas
L X3
A+7 2 -6
detAI-A)=| -2 A+3 2| =A3+9A2+23A+15=0
2 2 A-1

o (A) ={-1, -3, -5} = autovalores de A, cujos autovetores a direita séo:

1 1 1 S
p=]lo0 1 1| e Pl=|1 1 2
1 1 0 1 0 1
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ASF — Representacdo Modal

Com isso, pode-se achar a representagcdo modal deste sistema:

A B = posto (rank) = 2
f_)% I_H
g Z, -1 0 O » Modo z; néo
p” Z, 0 -3 0 controlavel
Z3 0 0 -5
Z;
Z3
Z3 ~
e O » Modo zz nao
C = posto=2 observavel
. “““““““"“ ': Sub5|stema
o . - iObservavel
o+ Z1 Z1 " Y1
1 : —» I i >
(I P
I + |
I |
| S Py
: |.; ____________________ ._ :
Uy : | + V&) V&) I I y2k , .
T I i > = s0 existe
' + i1 FT para Y2/U;
Vi I
i 3 | o
: ; . '
u M- + y4
2 - > Z3 S 5 ! :
1 I ' |
I . + 11
- L4 .
iSubS|stemaI -7 - 5 | I
Controlavelz 1! i
L. oL o T T o 1
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ASF — Representacdo Modal

> Diagonalizacdo da Matriz de Estado A (Transformacao por

Similaridade)

Se a matriz de estado A é descrita na forma canénica de variaveis
de fase, pode-se entdo converté-la na forma candnica diagonal

. . . -1
(controlavel e observavel) através de P "*A*P, onde:

101 1.1
AN A Ay
P=|Af A3 A5 - A;

n-1 yn-1jn-1 n-1
ATEATIASTR A

Onde A1, A2, ...
Exemplo:
0 1 0 1
A= 0 0 1|eP=|-1
-6 -11 -6 1
Observacgoes:

—> Matriz de Vandermonde

, An S80 0s autovalores distintos de A

1 1 -1 0 O
-2 -3|=Pl*A*P=]0 -2 0
4 9 0 0 -3

1) Se A tem autovalores multiplos, nem sempre € possivel obter

uma forma diagonal de A.

2) Se A néo esta naforma candnica de variaveis de fase, P pode
ser formada pelos autovetores da A = (A l-=A) pi=0
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