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1. INTRODUCAO

Os modelos constitutivos tém a fungéo de reproduzir, interpretar e prever o comportamento
tensdo x deformacéo de um determinado material. Dependendo do material, este comportamento
pode ser distinto. A Tabela 1 mostra diversos exemplos.

Tabela 1. Curvas o X ¢

Elastico linear (lei de Hooke) Elastico ndo linear
Linearly elastic Slope is E,, the tangent
elastic modulus
N Slope is E,
L _ |the initial B
Q v’ | tangent
'3 % |elastic
& 8 | modulus Nonlinearly elastic
= I
Slope is E,, the secant
elastic modulus
Deformacéo (g) o Strain (g,)

N&o linear e elastoplastico

Elastico perfeitamente plastico
Slope is E, the initial tangent elastic modulus

Elastic response
during unloading

Stress
Tensdo (o)

|
|
|
|
|
|
|
1
i
1
o B D Strain .
}«Piastic »}«Elastic > Deformacéo (g)

Rigido pléstico

Tensdo (o)

Deformagao (g)
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1.1. Modelo Hiperbdlico®

O modelo hiperbélico® é um classificado na categoria de elastico e ndo linear. A grande
vantagem deste modelo esta na sua generalidade. O modelo pode ser usado para representar
curvas o X ¢ de solos que podem variar desde argilas, areias até pedregulhos. Pode ainda ser
usado para analises em termos drenado ou ndo drenado.

Na sua forma original, 0 modelo emprega os mdédulos tangente (E;), que variam em funcéo
dos niveis de tenséo.

O modelo assume que as curvas tensdo vs deformacédo, sob determinada tenséo confinante

o3, podem ser aproximadas razoavelmente por hipérboles como mostrado na Figura 2.

=
o} _
' £
\t?‘_,‘ Jl Jl — ()'3 = —a
a+be,
a
1/b a < inclinagéo inicial

b < valor assintotico

€a = deformagéo axial

Deformacao (&)

Figura 1. Curva hiperbdlica

Duncan e Chang (1970) derivaram a equacao da hipérbole chegando a
d(c,-0;) . 1 be,
de, a+be, (a+be,)’

parae=0 tem-se

! Duncan J.M. Byrne, P. Wong., K Marry, P . Strength, stress-strain and bulk modulus parameters for finite
element analysis of stresses and movements in soil masses. Department of Civil Engineering, University of
California, Berkley. Report no. UCB/GT/80-01,

2 Duncan e Chang 1970, Nonlinear analysis of stress and strain in soils. Journal of Soil Mechanics and
Foundation Division , ASCE, vol 96, no. SM5, September

Kondner e Zelasco (1963)

Konder (1963) - ASCE
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Por outro lado, para ¢ = «, considerando neste caso a ~ 0

oo g, 1
lim©1 =9 = lim ~h
csoa+be, b

E—>0O
Esta hipérbole (Figura 2) pode ser matematicamente descrita pela seguinte equagéo

&q _ a

O,— 0, =
a+ bga i + 873
E (0'1 — O3 )ult
onde Ei € o modulo de Young inicial e (c:-03),: @ assintota da curva, associada a resisténcia

do solo. Se a equacédo da hipérbole é transformada (Figura 2b), obtem-se uma relacao linear.

Rearranjando a equacdo acima tem-se a equacgao de uma reta:

£ 1 1
[ B — i o4
o,-0; FE ((71 — 03 )ult
A partir do tragado da curva transformada (Figura 2b) obtém-se os valores dos parametros a

eb
A

¢l(o1- ©3)

(o1- Cfs)

1/((‘51-03)U|t

1/Ei

Deformacéo (&)

Deformagéo (g)

(a) curva real (b) curva transformada
Figura 2. Modelo hiperbolico

experimentais (ensaios de compressao triaxial

Quando se utilizam resultados
convencionais) 0s pontos muitas vezes ndo se ajustam perfeitamente ao longo da reta da curva

Profa Denise M S Gerscovich Modelos Constitutivos- Hiperbolico
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transformada. Solos rigidos tendem a apresentar uma concavidade voltada para cima, enquanto

gue solos moles fornecem uma concavidade na dire¢ao oposta.
Casos em que o trecho inicial da curva tensdo x deformacéo é linear, a curva transformada

tende a ser horizontal

A

8/((51- (53)

(c1- ©3)

(o1- 03)

—~
m

~
v

v

Deformagéo (g)

Deformagéo (&)
(b) curva transformada

(a) curva real
Figura 3. Aplicagdo do modelo hiperbdlico

Caso nao se disponha de ferramenta adequada para ajuste dos resultados experimentais,
recomenda-se que a reta seja definida a partir de pontos correspondentes a 70% e 95% da

resisténcia. Esta recomendacéo foi baseada em analise das centenas de curvas correspondentes

a um grande numero de materiais

95%(c1-03)f

70% O01-03)f

el(o1- o3)

1/(c1-03)

1/Ei

Deformacéo (¢)

Deformagéo (g)

(b) curva transformada

(a) curva real
Figura 4. Selecéo ideal de pontos de ajuste do modelo
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1.1.1. Variacdo da curvatensdo x deformacéo com atensédo confinante

Todos os solos apresentam curvas tensdo x deformacdo que variam em funcdo do
confinamento. A variacdo de E; com a tensdo confinante (c3) é representada por equacédo sugerida
por Janbu (1963)*:

E =K Pa(a%a)n ()

onde:K e n sdo pardmetros adimensionais e Pa a pressdo atmosférica (=101,3 kPa). A
funcdo da presséo atmosférica é possibilitar a transformacao de unidades; ja que os valores de K
e n independem da unidade adotada. A variacdo de E; com a tensdo confinante (o3) esta

representada graficamente na Figura 5

log (Ei/Pa)

Iog{E] =logK +n Iog{ﬁj
Pa Pa

log K

v

o3=Pa
log (o3/Pa)

Figura 5. Variagdo do modulo tangente inicial com a tenséo confinante

A variacao de (o3 - o3)yr cOM a tenséo confinante o3 é feita relacionando-se (o1 - ©): cOMm a
resisténcia do solo, dada pela diferenga (o; - 63);:

(o, —03) =R (0, —03)uk ()

onde R; é denominado razéo de ruptura. Em seguida, a associacdo de (o1 - 63)f com o3 €
feita usando o critério de ruptura de Mohr-Coulomb (Figura 6):

Na pratica, Ry varia dependendo do ensaio considerado, recomenda-se adotar valor médio.

Em geral, o valor de R;situa-se entre 0,7 e 0,95.

% Jambu (1963) Soi compressibility as determined by Oedometer and triaxial tests. European Conf. On Soil

Mechanics and Foundation Engineering, Wissbaden, Germany, vol 1, pp 19-25.
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tang’ = i o, dseng’ =c'cosg’
(]), G/ ’ ’
Sen¢’ Sen¢' = %
d+(61+0/j 2d + (o] —03)
¢
_ 2c' cos¢’ +seng’ (o] —o3) =01 — 03
7 ° 2ccos¢+20, Sseng
d (0,—03)¢ = :
1-seng
Figura 6. Critério de Mohr- Coulomb
1.1.2.

Previsdo de curva tensdo x deformacéao

A partir da definicdo dos parametros do modelo hiperbdlico (Tabela 2) a previsédo da curva

tensdo x deformacdo para niveis de tensdo confinante diferentes dos determinados
experimentalmente pode ser feita a partir de

ga
O, — 0, == P
o 2 a2
K Pa(g% j CCOS¢ + 20, seng
Pa 1—sen¢
Rf

Tabela 2.Parametros do modelo hiperbdlico para previséo de curvas ¢ X ¢

Parametro Funcao
K, n Relaciona E;com o3
C, 0 Relaciona (61 - 63);com o3
R, Razao de ruptura: relaciona ( 61 - o3 )y com (61 - o3 )

Tipicamente entre 0,7 e 0,95
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1.1.3. Comportamento inelastico

A variacdo do modulo tangente (E) com a tensdo confinante o5 é feita derivando a equacéao
com relacdo a ¢ e usando as demais equagdes do modelo :

d(o,-0); 1 be,  a+be, be

— a a a
de,

_ - - = =E
a+bs, (a+be)® (a+bg)? (a+bs)? (a+bs)®

£ =|1- R, (o, —o;)(1—seng) ? < Pa(a%ajn

2CCOS¢ + 20, seng

(5)

Se a amostra é descarregada em algum instante de ensaio, os resultados indicam um
modulo de descarregamento (E,;) maior do que o mdédulo de carregamento, como mostrado na
Figura 7. Com isso verifica-se 0o comportamento inelastico, uma vez que somente parte das
deformagdes sé@o recuperadas no descarregamento. No recarregamento existe uma histeresis,

mas é neste trecho é possivel aproximar o comportamento como elastico e linear; isto € mantendo
0 mesmo modulo E,. isto é

(E,, Jdescarregamento = (E,, Jrecarregamento

podendo ser calculado por

E. =K, Pa(“%aj ©)

O parametro K, € geralmente superior a K . Solos arenosos densos podem fornecer valores
20% maiores e solos fofos tendem a mostrar valores 3 vezes superiores.

Profa Denise M S Gerscovich Modelos Constitutivos- Hiperbolico
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Figura 7. Variagdo dos modulo tangente inicial com a tensdo confinante

1.1.4. Variagdo de volume néo linear

Segundo a Teoria da Elasticidade, a inclinagdo da curva de variagdo de volume no ensaio

triaxial convencional, é dada por:

&y = &g + 26, de,

=(1-2v)

ey =601-2v)=>
& =V, Ea

Muitos solos apresentam curvas de variacdo de volume, cujo incremento dg, depende do

nivel de tensbes (Figura 8). Este comportamento torna implicita a variagdo do coeficiente de

Poisson com o nivel de tensdes (o1 - 63).

Ev 1 N

Figura 8. Variacdo de coeficiente de Poisson

Ainda segundo a teria da elasticidade, define-se como mdédulo de deformagéo volumétrica B

a relagéo:
Ao, +Aoc, + Ao,
3¢

B

v
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Em um ensaio triaxial convencional, por exemplo, Ac, = Ac3=0, entéo .

Ao, Aoy A(o,-0,)

B = =
3¢, 3s, 3e,

mas
E _ d(o-l _0-)3

PR

de, —~B-— Ao, —0y) _ E,

de, _ 1-2v) 3e, 31-2v)
de

a

A hip6tese que o modulo de variagdo volumétrica (B) é independente do nivel de tensdes (o;
- 03) € que este varia com a tensdo confinante, acarreta em uma aproximagao razoavel para
representar a forma dessas mudancas de variagdo de volume. Com esta hipGtese torna-se
possivel usar as ferramentas da teoria da elasticidade, j4 que esta pressupde a independéncia de
B e (o1- 63).

O calculo de B pode ser feito para um determinado valor de (c; - ©3), conforme mostra a
Figura 9 (vide pontos A e A’). Na pratica, as variagdes de volume séo devidas ndo sé a variacdes
nas tensdes cisalhantes, mas também devido a variagdes na tensdo normal. Com isso, os valores
de B mudam dependendo do ponto considerado. Apés a analise de diferentes solos, recomenda-
se que:

i) se a curva de variagdo de volume ndo atinge uma tangente horizontal antes de se
mobilizar 70% da resisténcia, calcular B no ponto correspondente a 70% (o1 - 63)s.

i) se a curva de variacdo de volume atinge uma tangente horizontal antes de se mobilizar

70% da resisténcia, usar o ponto na curva de variagdo de volume em que a curva torna-se
horizontal.

Profa Denise M S Gerscovich Modelos Constitutivos- Hiperbolico 10
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Figura 9. Variagcdo de volume no cisalhamento

Os modulos de variacdo volumétrica devem ser calculados para diferentes niveis de tenséo
confinante. Em geral B cresce com a tensdo confinante. A consideracdo do efeito da tenséo

confinante pode ser feita plotando-se os resultados, conforme mostra a Figura 10. A equacao

B=K, Pa( %a)

introduz os parametros Ky, e m. Para maioria do solos m varia entre O e 1. Valores negativos
de m foram determinados em ensaios ndo drenados em argilas compactadas no ramo seco;

fisicamente, este resultado significa a redu¢éo do valor de B com aumento da tenséo confinante.

Profa Denise M S Gerscovich Modelos Constitutivos- Hiperbolico 11
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log (Bi/Pa)

B=K, Pa(cs/Pa)™

N

10
log (o3/Pa)
Figura 10. Variagdo do modulo volumétrico com a tenséo confinante

E importante observar que quando o valor de B se aproxima de E¢/3, o valor do coeficiente
de Poisson tende a zero. Por outro lado, se B é maior que 17E; o coeficiente de Poisson se iguala

a 0,5. Estes limites devem ser evitados; recomenda-se como regra pratica:

E,

seB<—:>B=5<:>v=0
3 3

se B>17E, = B=17E, < v ~05

1.1.5. N&o linearidade da envoltéria de ruptura

Alguns solos apresentam envoltérias que seriam melhor representadas por curvas. Em solos
nao coesivos (areias, pedregulhos) esta curvatura torna dificil o estabelecimento de um Unico
valor de angulo de atrito que seja representativo de um determinado nivel de tensdes (Figura 11).

Por exemplo, sob o eixo de simetria de barragens de grande altura, as altas tensdes
confinantes podem estar associadas a valores reduzidos de angulo de atrito, se comparado com o
comportamento préximo a superficie, acarretando em uma duavida na definicdo de do valor

apropriado de ¢'.

Profa Denise M S Gerscovich Modelos Constitutivos- Hiperbolico 12
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Figura 11. Variag&o de ¢’.com o nivel de confinamento

Esta dificuldade pode ser minimizada considerando-se a variacdo de ¢’ com a tensdo

confinante. Como mostra a Figura 12, cada ensaio triaxial pode fornecer um determinado valor de
¢’ , calculado a partir de

4| o,—0O
¢ =sen”| L=
o, +0,
Quando isso é feito, verifica-se uma reducdo de ¢’.com o nivel de confinamento. Esta
variacdo pode ser representada pela equacgéo:

=g, — A Ioglo[g—;j

onde ¢, = angulo de atrito para o; = Pa e A$ = a reducéo deste angulo para um aumento de
10 vezes de o3

Profa Denise M S Gerscovich Modelos Constitutivos- Hiperbolico 13
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1

10
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Figura 12. Variagdo do angulo de atrito com a tensdo confinante

1.1.6. Comentarios finais

A Tabela 3 resume os parametros necessarios para aplicacdo do modelo hiperbdlico

Tabela 3.Parametros do modelo hiperbdlico.

Parametro Funcéo

K, Kur Relaciona E;e E,, com o3
n
C Relaciona (o1 - ©3);com o3

00, A ¢ Variagdo do angulo de atrito
R Razao de ruptura: relaciona ( 61 - o3 )yt cOm (o1 - o3 )f -

f Tipicamente entre 0,7 e 0,95

Kp Valor de B / Pa para 63= Pa
m Tipicamente entre 0 e 1,0

As principais vantagens do modelo hiperbdlico sao

Os parametros podem ser determinados a partir de ensaios triaxiais convencionais. Na falta
destes ensaios, 0s parametros podem ser estimados com base em ensaios de cisalhamento direto
e adensamento.

Os parametros do modelo tém significado fisico.

Pode-se usar a mesma relacdo, tanto para andlise em termos de tensfes efetivas (ensaio
drenado) ou tensdes totais (ensaio UU, ndo consolidado, ndo drenado). Em ensaios nao
drenados, recomenda-se analisar tensdes totais (v = 0,5)

Os valores dos parametros podem ser calculados para diferentes tipos de solos e podem ser
utilizados para estimar, razoavelmente, os valores no caso onde o0s dados existentes s&o

insuficientes para a definicdo de todos os parametros envolvidos no problema em questdo. A

Profa Denise M S Gerscovich Modelos Constitutivos- Hiperbolico 14
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Tabela 4 apresenta alguns valores tipicos dos parametros hiperbdlicos para diferentes tipos de

solos.

Tabela 4. Valores tipicos dos parametros hiperbdlicos para diferentes tipos de solos.

Sistema Ym ¢o(®) | Ad(°) | ¢’ (kPa) K n R¢ Kp m

unificado (kN /m3)

GW, GP 23,80 42 9 0 600 0,4 0,7 | 175 | 0,2

Sw, SP 23,00 39 7 0 450 0,4 0,7 | 125 | 0,2

22,22 36 5 0 300 0,4 0,7 75 0,2

21,42 33 3 0 200 0,4 0,7 50 0,2

SM 21,42 36 8 0 600 0,25 0,7 450 | 0,0

20,63 34 6 0 450 0,25 0,7 350 | 0,0

19,84 32 4 0 300 0,25 0,7 250 | 0,0

19,05 30 2 0 150 0,25 0,7 150 | 0,0

SM-SC 21,42 33 0 23,92 400 0,6 0,7 200 | 0,5

20,63 33 0 19,14 200 0,6 0,7 100 | 0,5

19,84 33 0 14,35 150 0,6 0,7 75 0,5

19,05 33 0 9,57 100 0,6 0,7 50 | 0,5

CL 21,42 30 0 19,14 150 | 0,45 | 0,7 | 140 | 0,2

20,63 30 0 14,35 120 | 0,45 | 0,7 | 110 | 0,2

19,84 30 0 9,57 90 0,45 | 0,7 80 | 0,2

19,05 30 0 4,78 60 0,45 | 0,7 50 | 0,2

As limita¢des do modelo séo:

Sendo baseada na Lei de Hooke generalizada, a relacéo é mais adequada para a andlise de
tensdes e movimentos antes da ruptura, na regido em que o comportamento do solo é mais linear

O modelo néo inclui variagdes volumétricas devido a variagdes nas tensdes cisalhantes; isto
€, ndo é capaz de simular dilaténcia (solos densos)

Os parametros ndo sado propriedades fundamentais dos solos, mas apenas coeficientes
empiricos que representam o comportamento do solo para certas condi¢gbes. Os valores dos
parametros dependem da densidade do solo, do conteldo de agua nos vazios e dos valores de
tensdo e condi¢cdes de drenagem usados nos ensaios.

N&o simula trajetéria de tensao, isto é nao considera oc,.

Profa Denise M S Gerscovich Modelos Constitutivos- Hiperbolico 15
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1.1.7. Exemplo de utilizacdo do modelo hiperbdlico
1.1.7.1. Definicdo dec e ¢
7.00
y =0.6036x +0.1797
6.00 1 R? =0.9999
5.00 A
5 4.00 -
kS) :
< 3.00 A ® ensaio 1
o a
- A ensaio 2
2.00 A
oL A L = ensaio 3
1.00 St -
A L]
0.00 L L < . . .
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00
p' (kgficm?)
Result
ados
a c 0,2
(kgflcm?) = 0,18(kgf/cm2) = 3
31,1
a= ° ¢= 37°
1.1.7.2. Célculode K, en
ensaio o3 (kgficm?) a Ei (kgf/cm?) b [o—q o[ ult R¢
1 1 0.0019 526 0.0020 5 0.76
2 2 0.0013 769 0.0012 8 0.86
3 4 0.0012 833 0.0006 17 0.78

Profa Denise M S Gerscovich
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1.1.7.3. Célculo de k, e m

Como a curva de variagdo de volume n&o atingiu a tangente horizontal para valores

inferiores & 70% da resisténcia mobilizada, os valores adotados para tensdo desviadora e

variagdo volumétrica estao relacionados na tabela abaixo e correspondem aos valores de 70% da

resisténcia mobilizada.

ensaio o3 (kgfilcm?) B0
1 1 176
2 2 180
3 4 309
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Resultados:
Kb = 159
m = 0.480

A seguir estdo plotadas as curvas tenséo x deformacéo e as curvas de variagdo volumétrica
obtidas em ensaio triaxial CTC e as respectivas curvas recuperadas com o modelo hiperbdlico.
Ressalta-se que o comportamento ndo foi satisfatoriamente representado, sendo essa uma das

grandes limitagbes do modelo. Este problema deve-se ao fato do modelo considerar o coeficiente

de Poisson constante durante todo o ensaio.
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Desviadora (kgf/lcm2) / Deformacao

Tensao

Deformagéo Axial (%)

- ens - ---

recon
— s volu ---- recons
A ens - --- recons
e volu ---- reconst
T ens ---- reconst
e volu  ---- reconst
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